
Twierdzenia graniczne. Prawa wielkich liczb.

1. Zbadać, czy spe lnione sa̧ za lożenia prawa wielkich liczb Markowa w przy-
padku, gdy zmienne losowe X1, X2, . . . sa̧ niezależne o rozk ladach (a) Poissona z
λk = 2−k, (b) normalnych N(0, k).

2. W zajezdni znajduje siȩ 200 autobusów. Prawdopodobieństwo, że losowo
wybrany autobus jest sprawny, wynosi p = 0.7. Obliczyć prawdopodobieństwo, że
w danej chwili jestw zajezdni co najmniej 160 sorawnych autobusów.

3. Urza̧dzenie sk lada siȩ z n elementów. Urza̧dzenie pracuje, jeżeli co naj-
mniej 10% elementów jest sprawnych. Prawdopodobieństwo awarii jednego elementu
wynosi q = 0.8. Jaka powinna być liczba elementów, żeby z prawdopodobieństwem
0.85 urza̧dzenie pracowa lo?

4. W kampusie uniwersyteckim sa̧ 2 sto lówki po 105 miejsc każda. Wiadomo,
że codziennie 200 studentów je obiad, a wyboru restauracji dokonuja̧ losowo. Jakie
jest prawdopodobieństwo, że w której́s restauracji zabraknie miejsc? Ile miejsc w
każdej restauracji należy przygotować, aby to prawdopodobieństwo by lo mniejsze
od 0.5%?

5. Niech Xi, i = 1, 2, . . . 200 bȩda̧ niezależnymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowych rozk ladach geometrycznych z Pr (Xk = i) = 2−i, i ∈ N, k = 1, 2, . . . 200.
Obliczyć prawdopodobieństwo, że 1 ≤ 1

200

∑200
k=1Xk ≤ 4.

6. Niech Xi, i = 1, 2, . . . 100 bȩda̧ niezależnymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowych rozk ladach Poissona z Pr (Xi = k) = e−22k/k!, k ∈ N, i = 1, 2, . . . 100.
Obliczyć prawdopodobieństwo, że 1

100

∑100
i=1Xi > 190.

7. Dodajemy 10 000 liczb, zaokra̧glonych z dok ladnościa̧ do 10−m. B lȩdy
zaokra̧glenia sa̧ niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym w
przedziale (−10−m/2, 10−m/2). Wyznaczyć przedzia l, w którym z prawdopodobień-
stwem 0.99 bȩdzie siȩ zawiera l b la̧d sumy.

8. Niech {Xn} bȩdzie cia̧giem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladach
dwupunktowych, Pr (Xn = 0) = qn = 1 − pn, Pr (Xn = 1) = pn, 0 < pn < 1,
n = 1, 2, 3, . . .. Wykazać, że jeśli szereg

∑∞
n=1 pnqn jest rozbieżny, to cia̧g Un =

c−1n

∑n
k=1 (Xk −mk), gdzie cn =

√∑n
k=1 V (Xk), jest zbieżny wed lug dystrybuant

do zmiennej losowej o rozk ladzie normalnym N(0, 1). Wskazówka: Wykazać, że
spe lnione sa̧ za lożenia twierdzenia granicznego Lapunowa.

9. Narciarz podczas treningu wielokrotnie pokonuje ten sam odcinek trasy, naby-
waja̧c doświadczenia, przez co prawdopodobieństwo ukończenia przejazdu wzrasta
w kolejnych próbach i w k-tej próbie wynosi pk = 0.9 − 0.8k. Obliczyć praw-
dopodobieństwo, że spośród 100 kolejnych przejazdów co najmniej 90 bȩdzie udanych.

10. Niech {Xn} bȩdzie cia̧giem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladach
dwupunktowych, Pr (Xn = 0) = 1−n−1, Pr (Xn = 1) = n−1, n = 1, 2, 3, . . .. Zbadać,
czy dla cia̧gu {Xn} zachodzi centralne twierdzenie graniczne Lapunowa. Wskazówka:
por. zad. 8.

1


