
Funkcje wielowymiarowych zmiennych losowych

1. Niech X, Y bȩda̧ niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladach geome-
trycznych, PrX (X = x) = (1−p)x−1p, PrY (Y = y) = (1−p)y−1p, x, y ∈ N. Znaleźć
rozk lad sumy Z = X + Y .

2. Znaleźć rozk lad prawdopodobieństwa zmiennej losowej X +Y , jeżeli X, Y sa̧
niezależnymi zmiennymi losowymi, X ma rozk lad normalny N(0, 1), Y ma rozk lad
dwupunktowy P (Y = −1) = P (Y = 1) = 0.5.

3. X, Y sa̧ niezależnymi zmiennymi losowymi o standaryzowanych rozk ladach
normalnych N(0, 1). Znaleźć rozk lad prawdopodobieństwa zmiennej Z = X2 + Y 2.

4. Dwuwymiarowa zmienna losowa ma gȩstość

f(x, y) =

{
1
2

dla |x|+ |y| ≤ 1
0 p.p.

Znaleźć gȩstość zmiennej losowej Z = X + Y .
5. Zmienne losowe X, Y sa̧ niezależne o gȩstościach

fX(x) =

{
λe−λx dla x ≥ 0, λ > 0
0 p.p.

fY (y) =

{
1 dla 0 ≤ y ≤ 1
0 p.p.

Znaleźć rozk lad zmiennej losowej Z = X + Y .
6. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y ) ma rozk lad normalny

f(x, y) =
1

2πσ2
exp

[
−1

2

(
x2

σ2
+
y2

σ2

)]
.

Znaleźć gȩstość dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V ), U = X + Y , V = X − Y .
7. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y ) ma rozk lad normalny

f(x, y) =
1

2π
exp

[
−1

2

(
x2

2
+
y2

2

)]
.

Znaleźć (a) gȩstość dwuwymiarowej zmiennej losowej (R,Φ), jeżeli X = R cos Φ,
Y = R sin Φ, (b) gȩstość rozk ladu brzegowego zmiennej losowej R i jej wartość
oczekiwana̧.

8. Zmienne losoweX, Y sa̧ niezależne o gȩstościach danych rozk ladami wyk ladniczymi

fX(x) =

{
1
λ

exp
(
−x
λ

)
dla x ≥ 0, λ > 0

0 p.p.

fY (y) =

{
1
λ

exp
(
− y
λ

)
dla y ≥ 0, λ > 0

0 p.p.

Znaleźć gȩstości zmiennych losowych U = X/Y , V = X + Y i zbadać niezależność
tych zmiennych.
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9. Zmienne losoweX, Y sa̧ niezależne o gȩstościach danych rozk ladami wyk gamma

fX(x) =

{
1

2n1/2Γ(n1/2)
xn1/2−1 exp

(
−x

2

)
dla x ≥ 0, λ > 0

0 p.p.

fY (y) =

{
1

2n2/2Γ(n2/2)
yn2/2−1 exp

(
−y

2

)
dla x ≥ 0, λ > 0

0 p.p.

Znaleźć gȩstości zmiennych losowych U = X/Y , V = X + Y i zbadać niezależność
tych zmiennych.

10. Zmienne losowe X, Y sa̧ niezależne o gȩstościach danych rozk ladami gamma

fX(x) =

{
1

Γ(p1)
xp1−1e−x dla x ≥ 0, λ > 0

0 p.p.

fY (y) =

{
1

Γ(p2)
yp2−1e−y dla y ≥ 0, λ > 0

0 p.p.

Znaleźć gȩstość zmiennej losowej U = X
X+Y

. Wskazówka: Znaleźć najpierw rozk lad
dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V ), gdzie np. V = Y , a nastȩpnie rozk lad
brzegowy dla zmiennej U .
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