Metody matematyczne fizyki. Wyktad IX i X

Wyktad IX i X

* Funkcje probne,

» Definicja i przyktady dystrybucii,

« Ciggi dystrybucyjne, ciggi deltopodobne,

* Mnozenie dystrybuciji przez funkcje,

* Robzniczkowanie dystrybuciji, laplasjan dystrybucyjny,
« Splot dystrybucii,

« Superpozycja delty Diraca z funkcjg rézniczkowalng.

Dystrybucje



Metody matematyczne fizyki. Wykitad IX i X Dystrybucje

Dystrybucje nazywane sa rowniez funkcjami uogélnionymi. W istocie dystrybucje sg funkcjami, ale nie zmiennych
rzeczywistych, lecz funkcjonalami, tzn. ich argumentami sg "zwykle" funkcje zmiennych rzeczywistych, a wartosci sg
liczbami rzeczywistymi badz zespolonymi.

Dziedzing dystrybucji jest przestrzen D funkecji prébnych, zdefiniowanych jako funkcje klasy C'°°(R) (lub, ogélniej,
C*>(R™)) o nosniku ograniczonym, tzn. przyjmujacych wartosci niezerowe tylko na skonczonym, spéjnym podzbiorze
R lub R"™ zwanym nosénikiem. W szczegélnosci mozna zawsze przyjac, ze nosnik funkcji probnej zawarty jest w jakims
przedziale (—A, A) (lub (—A, A)") z dostatecznie duzym A. W zwiazku z tym @(x — Linfty) = 0.

Dystrybucja T' przyporzadkowuje kazdej funkcji préobnej ¢ € D liczbe rzeczywista lub zespolona, tzn.

T:D—->RVvT:D—>C. (&)

Dystrybucje formalnie zdefiniowane sg jako liniowe operatory catkowe, dzialajace na funkcje prébne. Z kazda dystrybucja
zwigzany jest inny operator. Zamiast pisa¢ jawnie calke, najczesciej uzywa si¢ oznaczenn jak dla iloczynu skalarnego w
przestrzeniach funkcyjnych, zapisywanego jako (:,-) lub (-,-). Wéwczas przyporzadkowanie (&) wyglada nastepujaco

00

T:peD—>(T,p) E/ T(z)p(x)dxr € R, (M)

—_00

przy czym nalezy pamictaé, ze catka w (#) jest w istocie po ograniczonym nosniku funkcji prébnej ¢(z). Na przyklad
najbardziej znana dystrybucja, delta Diraca ¢ (lub &(x)), przypisuje kazdej funkcji probnej jej wartos§¢é w punkeie zero,
©(0),

(6, ) = /x d(z)p(x)dx = ¢(0).

— 00
Dystrybucje Ty, 75 sa rowne, jesli dzialajac na dowolng funkcje prébna, daja ten sam wynik,

Tl = ‘Tg — ‘v’ga eD (Tl,\,Q) = (Tzup)

W ten sposéb sprawdza sie réwnosé¢ dwoch dystrybucji, zapisuje si¢ dystrybucje w innej postaci itp.
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Teoria dystrybucji, opracowana przez francuskiego matematyka Laurenta Schwartza, wywodzi si¢ z koniecznosci $cistego
sformulowania pewnych operacji matematycznych, dokonywanych przez fizykéw bez glebszego zastanowienia. Na przyklad
wiadomo, ze potencjal elektryczny ¢ = ¢(7) spelnia r6wnanie Poissona

, 1
VZQD = _;p(r)*

gdzie p(7) jest gestoscig objetosciowg tadunku. W przypadku tadunku punktowego ¢ gestosé ta jest nieskonczona w jednym
punkcie i zerowa w pozostalych, ponadto musi speinia¢ warunek fw p(7)dV = q. Prowadzi to do wniosku, ze

oo dla =0,

o =0, 60 ={ 5 4 Fzo o [ a1

Ten ostatni wynik nie jest mozliwy do uzyskania, jezeli potraktowa¢ &(r) jako zwykly funkcje, a catke oblicza¢ w sensie
Reimanna, Lebesgue’a lub jakimkolwiek innym, gdyz warto$é¢ calki nie moze by¢ wrazliwa na nieskoriczong wartos$é funkeji
w jednym punkcie (na zbiorze miary zero), wobec tego w zwyklym sensie [,, d(7")dV = 0.

Ponadto wiadomo, ze potencjal ladunku punktowego ¢ ma postaé¢ ¢(r) = 21—, r = \/ 2?2 + y2 + 22. Musi wigc istnie¢

47\’5()7“

sposob scistego wykazania, ze (uzywajac laplasjanu w zmiennych sferycznych)

X 2 ; e
Vi¢(r) = 49 d (,i) — _15(.,,)’ 8(r) :{ oo dla r=0,

dmegrdr? ' 7 £0 0 dla r»>0.

Powyzsze réwnanie jest oczywiScie spelnione w sensie funkcyjnym dla r > 0, ale co z punktem r = 0, w ktérym potencjal
jest osobliwy?

Teoria dystrybucji pozwala wykonywaé¢ tego rodzaju operacje w sposob §cisty i dobrze zdefiniowany. Wida¢ jednak, ze
np. d(r) nie moze byé¢ wowczas "zwykla" funkcja. Ponadto widaé, ze §(7) i §(r) wystepuja zwykle w polaczeniu z opera-
cjami rézniczkowania i calkowania (np. jako osobliwe rozwigzania réwnan rézniczkowych), co usprawiedliwia przyjecie opisu
dzialania dystrybucji przez catke ().
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Przestrzen funkcji prébnych D

Przestrzen funkcji klasy C°°(ER), catkowalnych, o ograniczonym nosniku

e

1
N ex X<l
Przyktad ~ ¢(X) = p(xz—l) X<
0, |x|21

\
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Dystrybucje
Funkcjonaty liniowe, ciggte na przestrzeni D

Dystrybucje

T :¢—>T(¢):< Q)= jT(X)go(X)dXeﬂ%

Przyktady dystrybuciji

o0

. Rowniez zwyklg funkcje f(x)
»  Funkcja catkowalna T = f(x) (f,@)= j F(X)@(X)AX  mosmn traktowas iako dysybacie

—0o0

1
* Wartosc gtowna catki T =P+ <P;,¢> —

&c—0

Podobnie dla catek podwajnie niewtasciwych, np.

o0

P

—0o0

X
X% +1

A

. X
= |lim

2

dx=0

Aoo d X7 +1

lim fde+T%x)dx

X

Uwaga: wazne, zeby przy obliczaniu
calek niewlasciwych w sensie
wartosci glownej wylaczenie
osobliwosci funkcji podcatkowej lub
przejscie graniczne do
nieskonczonosci nastepowato
symetrycznie, jak w definicjach
powyzej 1 obok ; por. zad. 4(b) w serii
C10-C11 w skrypcie do zadan
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o0

Delta Diraca T = 5(X) <5, (0> = J&(X)(D(X)dx = gp(O) Najbardziej znana dystrybucja

Podobnie dla delty scentrowane] w punkcie x=a

<5a,¢>=_Ta<x—a>¢(x>dx:¢<a>

_ 1
Dystrybucja T =—— <

@ )=1lim
X+10 x+|0 £0 x+|g

Wazny zwigzek

1 1 .
— = P ——1 7[5 (X) Dowadd na nastgpnej transparencji
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Nalezy wykaza¢ ze w sensie dystrybucyjnym

1 1 N
— = P— — 7).
x —+ 10 x

Udowadniamy to, pokazujac ze réwno$¢ ta (w sensie dystrybucyjnym) jest prawdziwa dla dowolnej funkeji prébnej ¢ € D(R).

1 © oz ® (z —ie)o(x ® zo(x oz
lim —, = lim / a ) dr = lim / wdﬂ: = lim / ? ) dr — ie / Ld;z: ;
=0 \ x + 10 e=0J_., x+ic e=0)_., x2+¢2 e=0 | J_oo 2 + &2 oo T2 + €2

W pierwszej calce funkcja xp(x) ma wartosé zero w & = (), wigc jest nieosobliwa i calka jest zbiezna dla dowolnego . Mozna
wiec te catke napisa¢ w sensie wartosci gléwnej, a nastepnie zmieni¢ kolejnosé przejscia do granicy i (skoro calki sy zbiezne)
przej$¢ do granicy £ — (0 pod znakiem catki.

o0 -~ =N oy ’ oo L, an =g iy o0 P

. xzo(x L xp(x xp(x . . zo(x . zo(x
lim ;( )2 dr = lim lim 5 () = dr + = ( )2 dr| = lim lim ;9( )2 dr + lim ;9( )2 dx

e—0 o + £ e—=+0n—0 o + £ n T4 + £ n—0 | e =0 s + ¢ n =0 s + ¢

M zp(x *® zo(x M oz *® o(x 1
= lim Iﬂ”d:ﬁ—l— J’D(I)d:r = lim L'Q(I)al:zr—i— p(l)d:zr =(P—,p].
n—=0 | f_ a2 > T2 =0 |J_ 5 T T

W drugiej calce dokonujemy podstawienia x = £t = dx = &dt i przechodzimy do granicy ¢ — 0 pod znakiem catki.

Sl > (et = (et o 1
gl_% i€ /_‘x %dm = lim ia/ &Edt = 1/ lim %dt = iga(())/_ o ldt. = imp(0) = im (9, p).

i 242 2 3
e—0 —o B2t FE — o0 E—0 oo U

1 1 ‘
‘n ) : 2 — SR 2 : = )14 '
Rk :h—>n%) (;IZ + 30" k'/) (PJ7 10, y) chdo
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Ciagi dystrybucyjne

limT, =T < VpeD lim(T,,p)=(T,0)

n—>o

Ciagi dystrybucyjne. Przyktad

Pokazemy ze w sensie dystrybucyjnym lim,, . cos(nz) = 0.

Zauwazmy ze w sensie funkeyjnym cigg funkeyjny cos(nz) nie jest zbiezny przy n — oco: np. dla x = # mamy cos(nw) =
(=1)", czyli mamy dwa podciggi o wartosciach 1 lub —1, czyli w & = 7 ciag cos(nw) nie jest zbiezny (i to samo mozna
powiedzie¢ o prawie kazdym innym punkcie x). Natomiast w sensie dystrybucyjnym chodzi o zbieznosé¢ catki, zawierajacej
cos(nz) i dowolna funkcje prébng ¢(x) gladka i o ograniczonej zmiennosci; woéwezas przy n — oo coraz szybsze oscylacje
cos(nz) powodujg pod catky dodawanie i odejmowanie niemal tych samych wartosci ¢(z), p(x') w punktach z, x’ lezacych
bardzo blisko siebie, a wiec w praktyce wyzerowanie catki i cos(nx) e}

lim (cos(nz),p) = lim / cos(nz)p(z)de = lim / (—sin(nm)) p(z)dx

1— n—00 - ) '
n—oc n—oo [_ n—oo [\ N

1 © 1 [
J— 1 T rVial r _ 1 et 1w [ an e ,‘Al T 1.
- nlggc & sin(nz)p(x) o nh_l}glc 5 /_ . sin(nz)¢' (z)da

., ——_
N

=0 bo p(z—toc)=0

Ostatnig catke szacujemy, biorgc pod uwage z¢ |¢'(x)| jest funkejg ograniczona i o ograniczonym nosniku, wiec catkowalna,

lim —
n—oc N

< lim —/ |sin(nz)||¢'(x)| dz < lim —/ |’ (x)| dz = 0.

n—oc 1 = n—oo N J_

/ sin(nz)y’(z)dx

o0

Ostatecznie
Yo lim (cos(nz),p) = 0= lim cos(nz) =0

n—>0o0 n—o00
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« Ciggi deltopodobne

o0

f(x) — catkowalna funkcja ciggta spetniajgca warunek j f (x)dx =1

—0o0

praiady t(x)= e, )L L f(g- Lo

lim £, (x)=lim = f(ﬁj = 5(x)

Mozna wykazaé ze  “° o0e \&
lim f_(x)= limnf (nx)=&(x)
N—o0 N—o0
Y }in%) (fe(z), ) = :liII(l)é /.DC f (é) p(z)dr = ||z =et = dx =edt| = }ill(l) /DC f(t)p(et)dt

= / x f(t)[lim p(et)]dt = ¢(0) / x f(t)dt = p(0) = (6,¢) chdo.
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Mnozenie dystrybucji przez funkcje ( fT,@)=(T, fp)

Oczywiste uogélnienie wzoru dla funkcji (fg, @) = fjooof(x)g(X)<p(X)dx = fjooo f)g)e(x)dx = (g, fp)

Przyktad (X3,9)=(5,xp)=00(0)=0=>x5=0

Rézniczkowanie dystrybucji (T @) =—(T.¢)

Oczywiste uogolnienie wzoru na catkowanie przez czgsci dla funkcji
(o]

F.0) = | @t =G+ = f@eWIZ— | f@e'dr==[ @0 dx= (.9
(1=0, poniewaz @(x —» to0) = 0)

Przyktady < y

Wyprowadzenia na
kolejnej transparencji

<o> —(sgnx, @) = [ =sgnx s - {1 dex=0

L) = ¢(0):>6" o ={} ar 20
=—(6,¢9

(O) Funkcja Heaviside’a (schodkowa)

5".p)=(-1)'¢ ()
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o T=|z|= T =sgn(x)

(I’

¢ P=8(z)=T"=d

((—-)Iv(rp) =

e T =)

,¢)

o0
—(0,¢') =— / ¢’ (z)dz = — p(z)|g° = v(0) = (d,p) = O'(z) = d(z), cbdo.
Jo

00 0 oo
= —(|z|,¢') = —/ |z|’ (z)dx =/ x' (x)dx —/ x¢' (z)dx

o0 0
0 oC
Al 0 P P e e ey o0 " ey P
= zo(r)|_ — / p(x)dz —  zp(x)|, + / o(x)dx
wd -0 \—\/d JO
=0 bog(z——oc)=0 =0 bop(z—00)=0

= / sgn(x)o(z)dx = (sgn(x), ) = |x|" = sgn(x) cbdo.
o

e

plx—o0)=0

(0", 9) = —(0',¢") = (6,¢") = ¢"(0)

6™, ) = ...=(=1)"™(0).

Dystrybucje
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Splot dystrybucji

* Splot funkcyjny

o0

(1,2 100 = [ 10-y)Ev)dy = [ 6(9)1, 0 vy

—Q0

Operacja splotu czesto wystepuje w matematyce, np.

* w rachunku prawdopodobienstwa (gestos¢ prawdopodobienstwa sumy niezaleznych zmiennych losowych jest splotem
gestosci poszezegdlnych zmiennych),

* w teorii sygnatow (odpowiedz filtra dolno- badZz gérnoprzepustowego na pobudzenie jest splotem pobudzenia i funkcji
przenoszenia filtra)...

Obliczanie splotu tatwiejsze jest przy uzyciu transformat Fouriera (por. nastgpny wykiad)

Definicja splotu dwdch dystrybucji (nastgpna transparencja) stanowi uogolnienie powyzszej definicji splotu funkcyjnego.
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 Splot dystrybucyjny <T1 *T,, go> = <T1(X), <T2(Y)’ o(x+ Y)>>

= <T1 *T), §0> — (Tl T, ), =T, *T, =T/*T,

Inne przyktady splotéw dystrybucyjnych

e Txd(x—a)=T(xr—a)
(Txé(x—a),p) = (T(x),0(y—a),plx+y)))=T(x),p(x+a))= / T(x)p(x + a)dx
J =00
=s|lu=z+al| = / T(u—a)p(u)du = (T(u—a),p(u)) =T *d(x —a) =T(x —a) chdo.
o Tx6 =T,..Tx6" =170

de(z+y)

dy

(Txd"9) = (T(z),(0'(y),p(z+y))=— (T(-I‘)- (5(!/)&'(-1‘ +y)))
\—v_-/

= —(T(z),¢'(z)) = (T'(x),p(x)) = T*x§ =T ...etc. cbdo.
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Superpozycja delty Diraca z funkcjg rozniczkowalng

Niech f(x;)=0, j=12,...n

Przykfad

5(x? —az):2—1a[5(x—a)+5(x+a)]

Wyprowadzenia na kolejnej transparencji.

p(a) jezeli a<a < p
0 jezelia<a luba>p
Jest to stwierdzenie Sciste, poniewaz dowolng funkcj¢ probna o no$niku ograniczonym mozna ,jeszcze bardziej” ograniczy¢ do funkcji
probnej o no$niku na przedziale (a, ), odpowiednio ja ,,obcinajac” do zera poza tym przedzialem i wygladzajac na krancach przedziatu, by
byla nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna.

Przy wyprowadzeniu warto zauwazy¢, ze rOwniez ff §(x — a)p(x)dx = {
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Niech funkcja prébna ¢ € D(R) ma nosnik ograniczony, zawarty w plzedzlale ( AA).

Niech z;, j = 1,2,...n beda wszystkimi miejscami zerowymi funkcji f(z), tj. f(x;) = 0. Przyjmujemy A tak, ze x; €
(-A,A),7=1,2,...N.

Dzielimy przedzial (—A, A) na n rozlacznych podprzedziatéw (aj,b;), takich ze Vj a; < z; < b; oraz U;"zl(a.j,bj) =
(—A, A). W kazdym podprzedziale z doktadnoscig do wyrazéw liniowych zachodzi

Vi f(@) = fl@;)+ @)@ —25) + ...~ fla)a— )

0
n b,
= (6(f( Z/ r)dr ~ Z/ (z — z;))p(x)dz.

W kazdej calce oddzielnie dokonujemy podstawienia ¢; |f (z;)|(x — ;) = dt; = |f'(z;)|dx (pami¢tamy o zamianie granic
catkowania na p; = |f'(z;)|(a; — x;) <0, q;|f'(x;)|(b; — z;) > 0)

L 1 q; ts
W f(z)), o(x)) = —_— (£t | —2— +
= (U@ o) =3 P . St (g + o)

Poniewaz [ d(—y)p(y)dy = || u = —y,du = —dy || = [~ §(u)p(—u)(—du) = [7_&(u)p(—u)du = ¢(0) = (6(u), p(u))
= 6(—y) = 0(y). Ponadto Vj 0 € (p;,q;), stad

Yo (0(f( Z |f Z |f' (z —z;),0) = 6(f(x)) = ; mé(z —zj) cbhdo.
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Jako uzupetienie wyktadu zalecane jest zapoznanie sie z rozwigzaniem
zad. 13 w czesci C10-C11 w skrypcie z zadaniami (zawierajgcym m.in.
rozwigzanie rownania Poissona dla tadunku punktowego, a nawet wiecej).

ok




