Metody matematyczne fizyki. Wyktad VIl i VIII Funkcje Bessela

Wyktad VII 1 VI

 Rownanie rozniczkowe | szereg Bessela,

* Funkcje Bessela z indeksem catkowitym i funkcja
tworzgca,

* Przedstawienie catkowe funkcji Bessela,
« Wzory rekurencyjne dla funkcji Bessela,

* Funkcje Bessela z indeksem potowkowym i ich postac
asymptotyczna,

* Funkcje Neumanna, Hankela i sferyczne funkcje Bessela,
* Rozwiniecie fali ptaskiej na fale kuliste,

* Metoda przesuniec¢ fazowych w kwantowej teorii
rozpraszania,

* Ortogonalnosc¢ funkcji Bessela.



Metody matematyczne fizyki. Wyktad VIl i VIii Funkcje Bessela
Roéwnanie rozniczkowe na funkcje Bessela

21" ' 2 2 i g
X“J ) + XJ g + (X —V )J L= 0 Funkcje Bessela sg okreSlone przez

réwnanie rozniczkowe (V jest indeksem)

Rozwigzania poszukujemy w postaci

i 1
A n . ;
J,(x)=x > ax", a,#0 Przyjmujemy &, =
0 A
y s n 0 Y] J y 2 1_‘(14-1)
I{e) = x>t Z anz™ + 2* Z T T Z anz™ + z* Z iza..,,L:I;”_l
n=0 n=1 n=0 n=0 =6 dla =0
= a n=—
(o @] oo o0 oo
J)(x) = M- 1).’1,')‘—2 Z I Z iza,,l,:r;"—l N Z nanz” !+ Z@(n - 1‘)ra.n:1;”_i
n=0 =0 _j dia n=0 n=0_¢ dla n=0 =0 " s n=eu

Wstawiajac powyzsze pochodne do rdwnania rézniczkowego na funkcje Bessela, otrzymujemy

= Z[(n +A) —vz]anx” +ianxn+2 =0
n=0

o0
n=0
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Przyréwnujgc do zera wspotczynniki przy kolejnych potegach x, otrzymujemy

x°:A=4v; x':a,=0; x",n=234...;a =-a_, L
n(n=2v)
_Q'

= a,,,=0;3, = ( , 1=012...

2 22 (1 + A +1)

w « 2l+v

Szereg Bessela —

° |Z||F|+V+l)£2j

Przy x°: ag(A\%2 — v?) = 0 = XA = v (poniewaz ag # 0);

Przy z': a1[(1 + A2 — v =a (12 v)2 - v =a;(1+20) = 0= a; =0

Przy 2", n > 2: [(n £ v)? — v?]an + an—2 = 0 = a, = —an—2[n(n £+ 2v)] L.

Poniewaz a1 = 0= a3 =0= a5 =0... = ay,1 = 0 (wspbdlczynniki przy nieparzystych potegach x).
Dla indekséw parzystych n = 2[, pamietajac ze A = v, otrzymujemy

1 1 1 1
T2+ T T T2 N T T 2 ) P T - 2) (20— 2+ 20) 2
1

L (R (E N (ST ket )

a2 =

ao
22N+ N)I—14N)...(1+ X))

Przyjmujemy ag = m oraz A =

1 i

= (—1)" 1=0,1,2.
UHAIT(I+ N+ 1) ( )?H%Ta+u+n

= ay] = (—l)l
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Funkcje Bessela z indeksem catkowitym

© _1| X 2l+n
Jn(X):Z“En-i-)l)! E ) n=0,1,2,... Tn+1+1)=m+D!

=0

* Funkcja tworzaca,

Podobnie jak w przypadku wielomianéw ortogonalnych funkcje
Z J (X/ 2)(w-1/w) tworzacg dla funkcji Bessela mozna traktowac jak szereg

Taylora wzgledem zmiennej W, ktorego wspotczynnikami sg
n=-o funkcje Bessela J,, (x)

Korzystamy z rozwiniecia w szereg funkcji wykladniczej e =" [ L.

o Z(w—2L Ew  — o Tw\™ l1 x l_ — l 1 o +m m—l1
W) = 88 e = 30 L (P Sy (2 = 30 Sk (5) e

m=0 =0 m=0 [=0

Dokonujemy podstawienian=m —Il=m=n+1 (n € Z),

o0 o T 2l+n / 00 ,
(z,w) = Z {Z TS l—l—n (§> ] w'" =‘ _Z In(T)w™.

In (.L)
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( ip X) Z J X)eln(ﬂ |X5in(ﬂ Mnozymy stronami przez e =™ i

catkujemy w granicach od 0 do 2w
N=—o0

j iCe sin @- mq))d(p Z J je - m(pd(D 272'2\] =27Z'Jm(x)

N=—o0 N=—o0

 Przedstawienie catkowe,

1 2z \ 1 2 o 1 27 _
Jm(X):—j ellxsinp—mo) g, — JO(X):— je wd(ﬂzg je (pd(D

0
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Funkcje Bessela z indeksem potowkowym

= I'T(l +3/2)(XJM2

f<'+3/2>=%53'zai)ir e

2I+1 \/7 .
= ; 2| +1) X Sih X

Ms
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Wzory rekurencyjne dla funkcji Bessela J ==X d_(XVJV)
X
d
J .= X" —Ix"J
v-1 dX ( V)
d 2
Przyktad ~ J ., = x "2 —(x*?J,,)=,/— cosx
d y2 dx( ”2) X
d iy = (LS 1y 1 22\ &, 1 221
o (.’L J:/(J,)) = ir (ng(_l) ITA+v+1) 221+,/,> = ;(_1) Tl +v+1) \Zziji/
=0 dla (=0
> . 1 20—
- Z(_l)l (I-—DIT(({—-1)+ (v+1)+1)220-1)+r+l

Mnozymy obustronnie przez —z" i dokonujemy zamiany indeksow n =1 —1 (=21 —-1=2n+1),

oo

d 1 T\ 2ntrv+1
— ¥ — (7Y, (x)) = -1)" , (—) =t i (%
g L (=) nz::()( ) nl'(n+(v+1)+1) \2 +(@)
Jy;:(:l;)

Drugiego wzoru rekurencyjnego dowodzimy analogicznie
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« Asymptotyczna postac funkcji Bessela z indeksem potowkowym

Stosujgc wielokrotnie wzory rekurencyjne, otrzymujemy dla X >>1

Jl+z<x)zﬁsm(x_.®
J|;(X): (-1) \/gcos(x_ | %)

Korzystamy ze wzoru rekurencyjnego J, .1 = —a*-L (z7".J,).

dr

Dowé6d indukeyjny. Zaktadamy prawdziwos¢ wzoru dla [ i sprawdzamy dla [ + 1.

gL 0 f opea 2 d sin(zx —1%)
Jips() = — g 2d—(:r 2Jl+2)%—$+ \/7(11 g

2 [cos(x —IZ gin(@w —IZ
= _git3,/Z2 ( 2)—(l+1) ( 2)
T ! xl+2

, wiec drugi wyraz zaniedbujemy,

sl TGN b G AN e T
—cos(m l2) blIl(.’IJ l2 2) blIl(.L (l—l—l)2)

2
= Jl+%(:1c) ~ 4/ Esin (1 — (I + 1)%) , cbdo.

Dla z — oo zachodzi z!1t2 > 2it!
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Funkcje Neumanna

N, = coslrv )~ Lo s1an
sin(zv)
N.=limN_ , n=0,+1+2,...

1 Zmdl

V1425 Ny = (1)

Funkcje Hankela
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Sferyczne funkcje Bessela

T

: 1 .
ji(x)= 5JIWZ(X) x>>1:>J|(x)z;sm(x—I%j

Sferyczne funkcje Neumanna

Sferyczne funkcje Hankela

+ [ 1 .
h' = j £in, X >>1=>h*(x)= AT geicetnrz) _ gt L g
X X
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Ortogonalnosc¢ funkcji Bessela

zdefiniujmy  y,(x)=J,(ax), y,(x)=3,(bx), a=b

Wstawiajgc do rownania Bessela, otrzymujemy

2

" 1 ' " 1 ’ 2
Y1+Xy1+(a2_f:2]y1:0; Y2+XY2+(b2_/;:2)y2:O

" " 1 ! !
= Yi¥, = Yo\ +;(y1y2 o y2y1): (bz _a2 )y1Y2

4 4 / 4 d
U=Y.Y, =Y.y, =Uu +%:(b2 _az)ylyz — XU +u :&(Xu):@z _az)xylyZ

Niech L>0 bedzie dowolng liczbg dodatnig. Catkujgc obustronnie, mamy

Lu(L)= (6"~ )y, () (XY

0

Wybierzmy a, btak, ze J,(aL)=0, J (bL) a=b=u(L)=0

= I xy, (X)y, (x )dx = ij L(ax)d, (bx)dx =0
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Kolejna czesc¢ wyktadu zawiera materiat nieobowigzkowy, uzyteczny
jednak w réznych dziatach fizyki, w tym optyce falowej i fizyce kwantowe;

» Rozktad fali ptaskiej na fale kuliste

« Metoda przesuniec fazowych w kwantowej teorii rozpraszania
(popularna metoda obliczania tzw. Przekrojow czynnych na
rozpraszanie na zadanym potencjale, np. Coulombowskim).
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Rozwiniecie fali ptaskiej na fale kuliste (wzor Rayleigha)
Rozpatrujemy fale ptaskg biegngcg wzdtuz osi Oz

Rozktad na szereg ke ke N B
e”=e"- =) qRI(r)R(S) <&=cosd
wielomianoéw Legendre’a ®) ; R(rR(&) ¢

Obliczamy obustronnie laplasjan powyzszego szeregu

vier = ke, VR(E)=v,,(6)=-"L (6 vR()=R()+ZR(0)
j_kzeikrf:_kziclRl(r)Pl(ég):ic|[Rlﬂ+§er_l(lr——iz_l)Rl}Pl(f) (*)

o2 02 & 2 0 i _ 6(*) M 1 02 0? + 20 @ 1 (0 (1 €2 0 Lt ok
= —F AT e Sin ¢ —: . = = — =g == — = e T =———
oz ror  r2|sind \© 08 sin? § 0?2 or?  ror  r?2 | 0¢ LT 1 — &2 9¢2

02 9 £ 2 a 2
P = Yia(©) = VRIOAE) = Yio(©) (g5 + 20 ) RO+ R0 { 3¢ | 1= )5t | + 1o Y10l

ot o 5 [
d’R 2dR I(l+1)
l(]’l'2 t3 r dr r2 ] 10(8) = (.)
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Przyréwnujgc wyrazenia przy jednakowych 2 , |(| +1)

wielomianach Legendre’a, otrzymujemy  (®) = R/+— - R+ [k T }R =0

rownanie na funkcje R;(r) , (4)
1 | +1/2

Podstawiamy pzkr,S:\/;R,:S"+;S’+ 1—( ;/2 ) S=0

Rozwigzanie S(p)=J R (r)— 1 I (kr o

réwnania Bessela (P) I+J/2(/O):> |( ) Jkr I+J/2( )OC ] ( ) (4)

AR dyd (SN _ (45 i L g

dr dr dy \ \/y dy 2
PR _ dyddR _ , di N ol _1/2d%8 _ 3248 43 3 52
dr? dr dy dr dy* \ VY dy? dy 4

Wstawiajac powyzsze do (M), mnozac stronami przez y°/2, dzielac przez k? i grupujac wyrazy podobne, otrzymujemy réwnanie

na funkcje S(y),
1\2

Rozwigzaniem (&) jest S(y) = Ji11/2(y), wiee R(y) = S(y)/\/y = S(kr) /\/_ == %.],+1/2(A:»)').

25 1S 125 1S
ks '(——+[q —1(1—1—1)——]5—1/25—-{—/(—-}-

S-=0
dy? dy (%)

Y

dy? Y T dy
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Stad @) )= " =3 ¢, (k)R (&) (4)
=0

Mnozymy stronami przez P, (§) i catkujemy na przedziale (-1,1)

[e"R,()de = Y e i (kr) [ P ()R () = Zc. (ke )R 5 —cnjn(kr)z2

Caﬂ( Uj aC p rzez CZQéCi y Otrzym UJ em y (wyprowadzenie na nast¢pnym slajdzie)

_Ee‘”?Pn ENE = —e'krfP(f){l_l—% e'kr‘fP(g)dgzzkirsin(kr—'zzj+0[(iklr)2j

Dla kr >>1(F >> /1) , biorgc pod uwage asymptotyczng postac
sferycznych funkcji Bessela, otrzymujemy  (wyprowadzenie na nastgpnym slajdzie)

c, j.(kr)=~ I(rsm(kr nzj:(2n+l) (kr Zﬁj:c =(2n+1)i"

2 Kr

|kz( )Z Sm |7Z'/2) |(COS 19) (v)

kr
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Catkujac przez czesci, otrzymujemy

1 1

b ' T T s 1
/ elkrfprl»(f,)df = / f._’_je””s) Pn(f)dg = Te”\,spn(f) T €,A,75P711 (E)(1£ (D)
1 1 \ k1 ikr 1 tkr J_,
Pil=1)=(=1)?, Bi(l)=1=
eik.répn(f) 1 _ e-ikr i ('_1)116—2'1\?7‘ _ 'i"i_'le'ik’: _ _i2ne—'ikr iziﬁ/z 5 ei(kr_n%_",-) _ e—-i(l.:'r—‘n.%) _ g sin (k.,,, = .n‘g_) (A)
ikr g ikr tkr 2ikr kr
Ponadto : ( )
1 ikr€ ot 1 S0 (kr —n3 L1
— ¥ TSP (E)dEoc. O 2" xO(—]),
ikr _lp n(§)dS o ((ik‘r)z) e kr ® kr )’

poniewaz calkujac przez czesci, mamy

1 o L. 201 LY 1 1 E o , 1
P o ,IE,P( Je i o« >y jz,krf / J¢ — ,””'SP, - _‘zk7§Pll d . ) ‘
,ik", _1 € n (E)(f ik?’ \/_1 (ikr( ) Pn(f)(f (11‘_")2 [P T (f)l—l \/_l € n (E) E X ( (Ikl')z ’

wiec drugi wyraz w (J) w poréwnaniu z pierwszym mozna zaniedbaé¢ dla kr > 1 (r > ).

Dla kr > 1 zachodzi wigc

L sin (kr — 711) 2 1 nm 2
krep (6)de s 20 SR 2) — cpjnr ~ ey sin (kr = )
./—1 € n (§)dE z kr €nJn(kT) 2n+1 @ kr S 2n+1



Funkcje Bessela

Metody matematyczne fizyki. Wyktad VIl i VIii
Metoda przesunie¢ fazowych w kwantowej teorii rozpraszania

Funkcja falowa czgstki rozproszonej jest pewng modyfikacjg fali ptaskiej,
przy czym modyfikacja polega gtéwnie na przesunieciu fazy parcjalnych fal
kUliStyCh (przesuniecia fazowe §; charakteryzujg potencjal rozpraszajacy i moga by¢é wyznaczane oddzielnie z pierwszych zasad)

W(F)Zipﬁ sin(kr _lif/2+5')|:’|(cosl9)

=0

Jednoczesnie funkcja falowa czgstki rozproszonej jest superpozycjg fali
ptaskiej (reprezentujgcej czgstki padajgce) i fali kulistej (reprezentujgce;
czgstki rozproszone)

ikr ikr

p(F)=e+ 1(9)°-0Y (211 Sin(krk_r 120 cos )+ 201 9 i

f (9) - amplituda rozpraszania

Wyznaczmy wspdlczynniki rozwiniecia A; oraz amplitude rozpraszania f(:9) (patrz nastepna transparencja)
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=, sin (kr - %T -+ (51) _ = ,sin (k"r' _ l7r) pikr

Z A o Py(cosf) = Z(Ql +1)¢ . Pi(cos @) + 2ik f(6) T

1=0 1=0
[ i i [P : 1 : , l 1 . -

sin | kr — —W = = et (e”/z) — g (617(/2) = — (6““'2'—[ = 6—1'k,il)
2 21 21
%in kr -— l—7r + (5 = e i ((;ik"'i_lei(sl . P—’ik’l‘ile—i(sl)
S 9 l T 2% 2 2 2 2
=) (Ae*ile — Aiem*ite ™) Pi(cosf) = > [(20 + 1)e™*" — (20 + 1)e"*"i*] Pi(cos ) + 2ik £ (0)e™"
i=0 1=0

| S (A — (21 +1))P (cos 9) - 2ik (9)

{ Aie‘w'i' —(21+1)i* )R (cos 9)

ikr e~k 53 niezalezne, wiec wyrazenia w obu nawiasach kwadratowych musza byé réwne zeru,

e Funkcje e

e W drugiej sumie wielomiany P;(cosf) sa niezalezne, wigc wyrazenia we wszystkich nawiasach okragltych musza by¢
rowne zeru = A; = (21 + 1),L'l€z6[’

e Wstawiamy tak wyznaczone A; do pierwszego nawiasu kwadratowego i przyrownujemy do zera
= > o0 (20 +1)e? — (21 + 1)) Pi(cos0) — 2ik f(6) =

ik Z (20 +1) (e** — 1) Py(cos0)
1=0
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= A =(21+1)i'e',
f(9)= ii (21 +1)e?* —1)R(cos 9) = i(m +1)e' sin 5,P (cos $)
1=0 1=0

f(9)° i 3 2I+1 (21" +1)e"®*)sin &, sin 5, (cos )P, (cos I
2

1 s
/ Bi&)Bpleyde = /H(cos&)Pp(cos(J)sin()dH: o1

27
/ dp = 2=
0

« Catkowity przekrdj czynny na rozpraszanie

2rr 0

'ﬂf(g){de: ”\f(@)\ 5|n19d.9dgo_k—7zz (21 +1)sin® 5,

00

Przesuniecia fazowe §; charakteryzuja potencjat rozpraszajacy i moga by¢ wyznaczane oddzielnie z pierwszych zasad. Zazwyczaj maleja
one szybko ze wzrostem |, dzigki czemu catkowity przekr6j czynny mozna w przyblizeniu obliczy¢ jako sume kilku pierwszych wyrazow
powyzszej sumy.
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