Metody matematyczne fizyki. Wyktad IV i V Wielomiany ortogonalne

Wyktad IV i V

 Definicja wielomianéw ortogonalnych,
 Wagaijej wkasnosci,
« Witasnosci wielomianow ortogonalnych,

« Rdéwnania rozniczkowe dla wielomianow
ortogonalnych,

« W2zor Rodriguesa,
 Normy wielomianow ortogonalnych,

« Zwigzki rekurencyjne dla wielomianow
ortogonalnych,

* Funkcje tworzgce dla wielomianow ortogonalnych.
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Definicja

Wielomiany ortogonalne sg uzyteczne w wielu
dziedzinach fizyki, np. elektrodynamice, teorii pola,
mechanice kwantowej (oscylator harmoniczny, atom

Q,(x)=a,x"+b x"" +

‘e an + O’ X € (a’ ﬂ) W‘OdOI‘u'...)’, optyce i in. Jest to kilka rodzin

wielomianow (wielomiany Legendre’a, Hermite’a,

Laguerre’a 1 1in.), takich ze wielomiany r6znych
stopni, nalezace do jednej rodziny, sg ortogonalne w

Qn (X) = W|e|0m|an StOpnla n sensie przedstawionym ponizej
a.,b, - wspdtczynniki przy najwyzszych potegach zmiennej x

(a, B) - dziedzina wielomianu

Ortogonalnos¢

Ogolna definicja iloczynu
skalarnego z wagg

o(X) - waga

Q.. Q) jp(x)Q (x)Qn (x)dx o< 5,

« Ortogonalnos¢ zachodzi w sensie iloczynu skalarnego z waga,
« Waga oraz dziedzina catkowicie definiujg rodziny wielomianow

ortogonalnych,

* Wielomiany nie sg unormowane w sensie iloczynu skalarnego z waga.
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Wagi sg r6zne dla ré6znych rodzin wielomianéw, ale
majg pewne wspolne wilasnosci. Np. pochodna
logarytmiczna wagi zawsze daje si¢ zapisa¢ jako

W*asnOéCi Wagl funkcja wymierna (iloraz wielomiandéw 1. 1 2. stopnia,
ktorych wspotezynniki zaleza od rodziny
« Pochodna logarytmiczna wagi, wielomianow)

(np) =2 =A%) A= Ax+ A, B(X)= B,x® + Bx+B,
p  B(X)

« Znikanie wyrazenia pB na krancach dziedziny,

pla)B(er)= p(B)B(S)=0
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Rodzaje wielomiandw ortogonalnych

Wielomiany ortogonalne

Nazwa Symbol Dziedzina(a, ) Wagao(X),
A(x), B(x)
, p(x)=1
Legendre’a P (x) (-11) A <0, B((x) _ 1)_ g
Hermite’a H.(x) (~00,+00) p(x)=e”
A(x) =-2x,B(x) =1
| i p(X)=x"e™, A>-1
Laguerre’a L*(x) (0,0) A 4 % B0 — x
(12 Y¥?
Czebyszewa | T,(x) (-11) pX) = (1 X )

A(X) = X, B(x) =1-x°
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Wiasnosci wielomiandw ortogonalnych

« Zbior wielomianéw ortogonalnych danego typu stopnia n< N stanowi
baze w przestrzeni wielomianow stopnia nie wiekszego niz N,
okreslonych na przedziale («, )

Whniosek: kazdg potege X“ mozna przedstawicC jako kombinacje liniowg
wielomiandw Q,,Q,,...Q,

«  Wielomian Q, jest ortogonalny do wszystkich poteg x*, k <n,

Ortogonalno$¢ zachodzi w sensie iloczynu skalarnego z waga (por. definicja

(Xk . Q ): O’ k = 0’1, 2’ ..N— 1 ortogonalno$ci wielomianow powyzej). Dowdd: x* jest kombinacja liniowa
n wielomianow Qg, Q1, ..., Qk, k < n, ktére wszystkie sg ortogonalne do Q,,.

«  Wielomian Q, ma n réznych pierwiastkow rzeczywistych,

Qn (X) — an (X - Xl )(X - X2 ) .. (X — Xn ) Dowdd na nastgpnym slajdzie

«  Wielomiany Q, mozna uzyskaé z poteg x*,k =0,1,2,--- w wyniku
ortogonalizacji Grama-Schmidta
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Udowodnijmy ze wielomian @, (x) ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych zq, xa,..., x,.

Dowéd nie wprost. Zaltézmy, ze Q,, ma m < n réznych pierwiastkow,
= Qn(.’I}) = (l - 11)(’11 - ',1;2) o ('I' - -T'rrL)Wn—'rrL(x)a

gdzie W,,_,, jest wielomianem stopnia n — m > 0 nie posiadajacym pierwiastkow rzeczywistych na dziedzinie wielomianu
Qn, tj. na przedziale (o, 3), a wiec majacym ustalony znak na przedziale (o, 3). Rozpatrzmy caltke

B
I=(Qn,(x—x1)(x—22)...(x —2),)) = / p(2)Qn(x)(x — x1)(x — x3) ... (¥ — Ty )d

Z jednej strony zachodzi I = 0, poniewaz (v —x1)(x —x2) ... (x— ) jest wielomianem stopnia m < n, wiec jest ortogonalny
do @,,. Z drugiej strony I # 0, poniewaz

B
= / p(x)(x —21)%(x — 22)2 ... (& — Tp)*Wi_p (2)dx,

a funkcja podcatkowa ma ustalony znak na przedziale (a, 3).
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Rownania rozniczkowe dla wielomiandw ortogonalnych

Poniewaz ’/’)((:)) = L’J A(z) - wielomian 1. stopnia, B(z) - wielomian 2. stopnia, to

Zdefiniujmy wielomian V(x) stopnia n

V@ = o (@BE@G@) = ’BQ +2p (B, + BQY)
V(X) = p (pBQ ) (A+B')Q, +BQ/ _ gw,,,+BQ,,\+BQ;;:(M)Q,,H;Qz

Q!,, Q¥ sa wielomianami stopnia n — 1, n — 2, odpowiednio, wiec ostatnie wyrazenie
jest wielomianem stopnia n.

Mozna wykazac, ze

Dowdd na nastgpnym slajdzie. Skoro V (x) jest ortogonalne

k) _ _ _ do wszystkich poteg x*, k < n to jest proporcjonalne do
(\/ X )_ 0’ k <nN= V= ),Qn VS const Qn, 9dzie y — wspotczynnik proporcjonalnosei
Poréwnujgc wspotczynniki przy najwyzszej potedze X" rownosci
V(x)=(A+B)Q; +BQ= R,
uzyskuje sie, ze
= n[ ,A‘1 + (ﬂ + 1)B 9 ] Dowdd na nastgpnym slajdzie

Podstawiajgc wyrazenia na A, B, uzyskuje sie rownania rozniczkowe na
poszczegolne typy wielomianow
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Wykazemy, ze (V, :z:k) = (0 dla k < n w sensie iloczynu skalarnego z waga, czyli ze V « Q,,-

B 1 3
) = [ pla)a* s (p(e) B(z)Q(x))' do = [+ (p@)B@Q (@) do -
przez czesci
2 B p X
- *pBQL| k[ (o) B(o) @l (w)do =
—_— Jao g
=0 bo p(z)B(x)|,= p(z)B(z)| ;=0 [)rztz;:zcstzi
k—1 B P k—2 k—1 ’ '
= —kaz" p(:zr)B(:lr)Qn(:z:)|a +k/ (k —1)z" “B(z)p(x) + =* p(z)B(z) +p(x)B'(x) || Qn(z)dx
5 ~~ . @ N —
=0 bo p(z)B(x)|,= p(z)B(z)| ;=0 =L pB=4pB=Ap

-

B
= § / [(k — D)a* ?B(z) + 2" (A(z) + B(2))] Qu(e)p(z)dz = 0

wiclomian stopnia k<n ortogonalny do Q,,
s noy " e
wiee V x Qn = (A+ B")Q,, + BQ;, = vQn, v = const.

Obliczajac pochodne wielomianu Q,,(z) = an,z™ +by,z™ ' +.. ., pamietajac ze A(z) = Ajz+ Ay, B(x) = Baz?+ Bz + By
i wstawiajac te wyrazenia do ostatniego rownania, otrzymujemy

(A1z 4 Ap + 2B2z + By)(napz™ ' +...) + (B2z? + Biz + By)[n(n — 1)az™ 2 +...] = y(anz™ +...)
Porownujac wspolezynniki przy ™ po obu stronach powyzszego rownania, otrzymujemy
) h 2 3 ; ] €111

v =nAy +2nBy + n(n — 1)By = n[A; + (n+ 1)B3]
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Rownania rozniczkowe dla poszczegolnych typow wielomianow

e Wielomiany Legendre’a P,

(1—x2)P"—2xP! +n(n+1)P, =0

e Wielomiany Hermite’a H,
H"—2xH! +2nH, =0
e  Wielomiany Laguerre’a L,

XL"+(1—x+1)L/ +nL, =0

«  Wielomiany Czebyszewa T,

(L—X2JT/—XT/+n?T, =0
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Wzor Rodriguesa

Przy pomocy wzoru Rodriguesa mozna wyznaczyé wielomiany Q,, proporcjonalne
~ 1 n (n) do wlasciwych wielomianéw ortogonalnych @,,. Stale proporcjonalnosci f,, takie ze

Qn (X) oC Qn (X) - B Q,, = f,,0,, sa umowne i zostang podane w dalszej czeéci wyktadu. Wazne jest, ze

Jo przy pomocy wzoru Rodriguesa kazdy wielomian ortogonalny mozna wyznaczy¢

wylacznie za pomoca wagi i jej pochodnych.

Ogolniej, mozna wykazac ze
1( Bn)(k) _ Bn—ka
Jo,

W, - wielomian stopnia k, spetniajgcy zwiazek rekurencyjny
W, =BW, +[A+(n—k)B'W,, W,=1W,=Q,

Dowdd na nastepnym slajdzie
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Po pierwsze, wykazemy, ze (Q,, jest wielomianem.

(pB”)(O) = %pB” = B" jest wielomianem stopnia 2n.

].) Y= 0= C}() = %
(pB™) = %'B" +nB" !B’ = £B" + nB" !B’ = B""'(A + nB’) jest wiclomianem stopnia

Nn=1=Q =
2n—2+1=2n—1.

1
P

3) Wyniki 1) i 2) sugeruja, ze dla pochodnej rzedu k powinno byé¢ % (pB”‘)“"’) = B" kW, gdzie Wy, (z) jest wielomianem
stopnia k (#) (czyli cale wyrazenie jest wielomianem stopnia 2n — k).

Dowdd jest indukeyjny. Dla k = 0,1 jest W = 1 (wielomian stopnia 0), W), = A+nB’ (wielomian stopnia 1). Zakladamy
prawdziwo$¢ zalozenia indukeyjnego (#) dla pochodnej rzedu k i sprawdzamy prawdziwosé tezy dla pochodnej rzedu k + 1.

1 " 1 N : 1 ; e "
; (an)(le) o _) [( Bn)(k)] g ; [[)Bn_k"“’yk]’ . _) {p,(Bn_AI""Yk) +p [(n s . k)Bn_k_lB,I‘;t"’rk i B”‘“W»’"{.]}
F F
'
= £ B"*W, + (n— k)B"*1B'W, + B" W} = B"*~1 [AW, + (n — k) B'W,, + BW]
)
L
=5
B"~ "D {BW] + [A+ (n — k)B'|W;},

=W
gdzie, jak widaé, Wi jest wielomianem stopnia k + 1, cbdo.
4) Od razu mamy wie¢c zwigzek miedzy wielomianami Wy i Wiy (zwigzek ' z poprzedniej transparencji)

Wii1 = BW) + [A+ (n—k) Bl]""‘"‘rk

5) Ponadto k = n = ( On =) (pBM™ = B W, = W, = Qn = W,

1
p
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Postugujac sie tym zwigzkiem, mozna okreslic

Dla m = n wspotczynniki w,,, v,
pokrywaja si¢ ze wspolczynnikami przy
najwyzszych potegach wielomianu Q,,

m m-1
W =w X" +v X" " +...

W

m?

Vm - wspotczynniki przy najwyzszych potegach zmiennej X

Przyklad: Wyznaczmy wspoétezynniki przy najwyzszych potegach z dla wielomianu Legendre’a P, (x).

5 (@ .
22 Wier = (1= 2%) Wi = 2n = k)2 Wy

A(z) =0,B(z)=1-=z

, . y i ’ . , k+1 ” q ’
Poréwnanie wspo6lczynnikéw przy najwyzszej potedze x po obu stronach réwnania daje

Wiy = —kwp —2(n — k)wy = (k= 2n)w,

=w; = =2nwy
we = (1=2n)w; =(2n - 1)2nw,
wz = (2=2n)wy =—(2n-2)(2n - 1)2nwy. ..
1 : n(2n)!
w, = (-1D)"[2n=(n=1)][2n=(n=-2)]...2nwy = (=1)"(n+1)(n+2)...2nw = (—l)”( n.!)

2 . ” i oih . . . k ' . d
Poréwnanie wspoétczynnikéw przy drugiej najwyzszej potedze ™ po obu stronach réwnania daje
Vi1 = —(k =D =2(n=K)vp = (k+1-=2n)y,

Poniewaz Wy = A+nB' = -2nz =1, =0=v,=0,n=1,23...
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e Wielomiany Legendre’a P,
W, = ey —2x(n—kw,, w, = (1 Z2, g

« Wielomiany Hermite’a H,
W, =W/ —2xW,, w, =(-2)",v, =0

e Wielomiany Laguerre’a L,

W, =xW,/ +(A-x+n—kW,, w, =(-1)",v,=(-21""n(n+21)

Wspotezynniki wyznacza si¢ analogicznie jak w przykladzie na poprzedniej transparencji. Dla wielomianow Czebyszewa — por. skrypt
do ¢wiczen z rozwigzaniami
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Sprawdzenie warunku ortogonalnosci.
Wykonujgc k-krotnie catkowanie przez czesci, otrzymujemy

B Korzystamy ze zwiazku (pB™)®) = pB" kW, =

pa)- et A
X« (pB” )(n o _ kf xk‘l(pB” )(n_l)dx =% pBWn_l\f - kf xk‘l(pB” )(H)dx =
- kf K< 1(pB" " Melx = = (—1f k(B Y| =

k K+ B Zauwazmy, ze ostatniej calki nie mozna wykona¢ dla k = n,

(_ 1) kl ,OB ]an—k—l‘ — O, k <n wige uzyska~ny wynik jest prawdziwy dla k < n. Skoro
a wielomian Q,, jest ortogonalny do wszystkich poteg x*, k <

n, to jest proporcjonalny do wielomianu ortogonalnego

— Q n Qn Qnktory ma t¢ wlasnosé.
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Ostateczna posta¢ wzoru Rodriguesa Q. (x)= f Q. (X)

Wspotczynniki f,, dla poszczegdlnych wielomianow
P sg umowne 1 wynikaja z wczesniejszej tradycji

Wielomiany Legendre’a F,

I R VA U ) B
=G A= ST, a2 o

Wielomiany Hermite’a H,

~

H, = (1 A, =(-1re“le]" a,=2"b,=0

Wielomiany Laguerre’a L,

L, =L, =xe(x* e )", a,=(-1),b, = (~1)"n(n+2)

Wielomiany Czebyszewa T,

e S e T (B RS
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Przyktadowe wielomiany Lagrange’a P, n=3,6
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Przyktadowe wielomiany Hermite’a H,, n=4,5
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Przyktadowe wielomiany Laguerre’a L., n=5 dla roznych wag A




Metody matematyczne fizyki. Wyktad IV i V Wielomiany ortogonalne

Przyktadowe wielomiany Czebyszewa T,, n=3,6




Metody matematyczne fizyki. Wyktad IV i V Wielomiany ortogonalne

Normy wielomianow ortogonalnych

Korzystamy z faktu, ze wielomian Q,, jest
ortogonalny do wszystkich poteg x*, k < n.

B
HQ”HZ - (Qn’Qn): (aan +bnxn_1 +""Qn): an(xn’Qn): an fnjxn(an)(n)dX

Wykonujgc k-krotnie catkowanie przez czesci, otrzymujemy

Q. =(-2 n'af_[dex

Przyktad: norma wielomianéw Legendre’'a P,.

p(x) =1, B(z) =1-22, a, = L2l Fon= =h0 stad

2n(nl)2: 2nn!
IR = (2 D a2y = B0 [ sty
Al° = (=1)"n!- = — 2 Ydr = —r—"m —x°)"dx
’ 2n(n!)2 2nn! J_, 22n(pN)2 |,
Calke mozna sprowadzi¢ do funkeji beta Eulera, dokonujgc podstawieii t = 1 —x = = = 1 — t,dr = —dt, a nastepnie

t=2s = s = %,(lt = 2ds.

1 1 2 1 1
1—23%dzx = 1—2)(1+ z)"dx = t"(2 — t)"dt = 22"+ s"(1 — s)"ds = 2°"+! sint—1(1 _ g)(ntD)=1g4g
(

1 1 Jo Jo Jo
ont1l(n+ 1) (n+ 1) : (n!)?
- 22"+l ﬁ l 1 2271.+l s 22n+1
(Weckdyifskl) = I'(2n+ 2) (2n + 1)(2n)!

stad ||Pn||? = 2/(2n + 1)



Wielomiany ortogonalne
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Wielomiany Legendre’a P,

R NI s

Wielomiany Hermite’a H

H H H — ( ) n|2 je_x dX \/72n n| Prosta catka z rozkladu Gaussa

—Q0

Wielomiany Laguerre’a L,

H L H2 n!T e *x*"dx = n!r(g n _|_1) Woprost z definicji funkji

gamma Eulera

Wielomiany Czebyszewa T,

HT0H2 =7 HT H = n=123 Obliczenie podobne jak dla
] 2n_1 y ] ) . . , ,

wielomianow Legendre’a
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Zwigzki rekurencyjne dla wielomianow ortogonalnych

(XQn ,Q; )

1
XQn — Cn+1Qn+1 + CnQn + Cn—lQn—l’ Cj — HQ 2
1

a
Cn+1 — a -
n+1
C = bn . bn+1
! a‘n an+1
= an—l HQHHZ
n— 2
% [Qual

Sa to zwiazki pomiedzy wielomianami stopni n, n+1, n-1, obowigzujace dla wszystkich klas wielomianéw. Umozliwiaja one obliczanie
catek, zawierajacych iloczyny wielomianéw roznych stopni (przy skorzystaniu z relacji ortogonalnosci dla wielomianow).
Wyprowadzenie i przyktady obliczania ww. calek na nastepnych transparencjach.
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Rozpatrzmy wyrazenie x(),, - jest to wielomian stopnia n + 1. Poniewaz wielomiany ortogonalne @y, @ ...Q, 1 tworza
baze w przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej n + 1, wielomian x(),, mozna rozlozy¢ w tej bazie,

n+1
.'1.7(2.,1 = Z pJCJJ
j=0
Korzystajac z relacji ortogonalnosei (Q:,Q;) = ||Q;||?dij, obliczamy wspélezynniki rozkladu ¢;,
n+41 n41 1
(@Qn, Qi) = Y ¢i(Q5, Qi) = Y _ ¢llQ51176:5 = cillQil* = i = “Q o (@@ Q1) = 1z (Qn, 2Q:)
j=0 j=0

Dla i < n — 1 wielomian z(); jest stopnia mniejszego niz n, wiec jest ortogonalny do @, stad ¢; = 0.
Whniosek: tylko ¢,,—1,¢pn, 1 moga bye rézne od zera.

— -'I:CJn, — Cn+1(2n+1 * C-n.(gn -+ C‘n—lczn—l

Poréwnanie wspolezynnikéw przy najwyzszej potedze ™! po obu stronach powyzszej réwnosci daje

an

Ap = Cp410np41 = Cpa1 =
An41

Poréwnanie wspoélczynnikéw przy drugiej najwyzszej potedze x™ daje

b b
n n+1
bn = Cn,+1bn.+l + Cchay = bn+l +Cnlp = Cp = — —
Api41 Gy Apy1
: ae . 2 . 1 an n—n—1 1 R
Przy obliczaniu ¢, korzystamy z faktu, ze cni1 = (2Qun, Qui1) g e = oo (2Qn-1,Qn) g r = 4
n n n "

2 N 2
= ("I:Qna (Jn—l) . chnH — Gn-1 ||C‘2n||

en—1= (2Qn, Q@n- :
S raline) QP 1Qual? @l

|Qn—1]]2
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Zwigzki rekurencyjne dla poszczegolnych typow wielomiandéw ortogonalnych

«  Wielomiany Legendre’a P, XP, = n+1 e i P,
2n+1 2n+1
Wielomiany Hermite’a H, XH, = % H.,+nH_,

. Wielomiany Laguerre'a L, xL, =—L _,+(A+2n+1)L —n(n+A)L, ,

n n+

e Wielomiany Czebyszewa T,

KT, =T, + 2T, + =T, =1 XT =T, +=T ,.n=123..
4° 4 4

n+1

Obliczanie calek typu [ ? p(2)2" Q1(x)Qm (x)dx = (2" Q1, Q) Przy pomocy zwigzkéw rekurencyjnych.

Przyktad
Dla wielomianéw Legendre’a p(z) = 1, (o, 8) = (—=1,1), || P,||* =

y _ n+l
:LPn = Pz—i—l ~+ 27L+1Pn 1,

2n+1 ’ 2n+1

/_ Py@)Po(x)dr = / [2Py())[ePo(a ndx:(xa,mp@:(gpﬁgp 12P7+1—6335)=§13||R5|12

-1
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Funkcje tworzgce dla wielomianow ortogonalnych

~ Funkcje tworzace sg powszechnie uzywane w wielu dziatach

Qn (X) n matematyki. Funkcj¢ tworzaca dla wielomianéw ortogonalnych mozna
W traktowac jak ,,szereg Taylora” dla malych wartosci w, ktérego
wspbtczynnikami sg wielomiany Qj,

Ze wzoru Rodriguesa  W(x,w)= p%x)g V::! c(ijx” [p(x)B”(x)]

Ze wzoru catkowego 1 p(z)B”(z)
n
) o(X)B™(X)= § dz xeR,xelIntC
Cauchy’ego ( ) ( ) 27 z-x
n To jest rowno$¢ formalna, utatwiajaca dalsze obliczenia. C jest
d 1 n! dowolng krzywa zawierajaca punkt X, funkcja podcatkowa ma
n = Nl = biegun 1. rzgdu w z=x.
dX Z—X (Z — X) Funkcja podcalkowa jest sumag
( ) ( ) ( ) szeregu geometrycznego o
1 1 7 )& Wn B n 7 1 1 7 dz ilorazie wB/(z — x)
P (x,w)= 4SS dz = P

27 p(x)L 2-x& (z-x)" 274 p(x)L z—x—wB(2)

Wielomian stopnia 2 w mianowniku ma dwa pierwiastki (bieguny rzedu 1)

Z metody residuow z, > Xx=17,¢lIntC 1 p(z )
Tych wlasnosci pierwiastkow zq, z, nie w—0 — WY(X W) — 1

da si¢ ogolnie pokazaé, po prostu tak 22 —> 00 = 22 ¢ IntC , ,O(X) 1— WB’(Z)
zawsze wychodzi w—0




Metody matematyczne fizyki. Wyktad IV i V Wielomiany ortogonalne

Przyklad: funkcja tworzaca dla wielomian6w Legendre'a (p(xz) = 1)
B(z)=1-22=22—z—wB()=2—z—-w(l—22) =w + zx+w)=0

Pierwiastki {
—1—/1+ du(z )
2w 2w ( \/ +dw(z+w)

Korzystajac z rozwiniecia na szereg Taylora 1+ &~ 1+4+&/2+ ... dla w — 0 otrzymujemy

zZ1 =

(—l + 1+ dw(z + -w)) , 29 =

5 1 1 w
S N & = ( 1+1+ §~1u( u)) —z4+w ™z
w

o

w 1 ]- wr—r
22'i92 ( l—l——lu(.l-l-u))=———:1:—'11.!—>:i:00
w w

(widaé¢ ze pierwiastki te majg wltasciwosci jak na poprzedniej transparencji).
Funkcja tworzaca

1 2 1 1 m .
e AR Z W )

plx) 1 — 'u_!B’(zl) 14 2wz \/1 + 4wz + 4w? n!
Dokonajmy podstawienia w = —%. Poniewaz P, = fuPo = (2,1171;‘ P,, to

1 1 (_1)71 " o0
V(z,v) = - £S5 PR P.(z)v
) V1 —=2uz v Z n! 2n (%) Z (x)

n=>0 n=>0



Metody matematyczne fizyki. Wyktad IV i V

e Wielomiany Legendre’a P,

Wielomiany ortogonalne

2w 1 - 1
Y(x,w)= P P.(xp" =
o) Z ()= V1t dwx+4w? nz—o Xy J1-2xv +1°
« Wielomiany Hermite’a Hn

00 00 n

X W _ Z : e—W2—2WX’ z H n(X)V_ _ e—v2+2vx

=0 ' n=0 n!

* Wielomiany Laguerre’a L,

s} Wn 1 _X1W
— —W
« Wielomiany CzebyszewaT,
o0
Tej funkcji tworzacej nie da si¢ uzyskac¢ z ogdlnego wzoru (metoda: patrz T ( ) n__ 4 —W
skrypt do éwiczen z rozwigzaniami). Funkcja tworzaca dla T,uzyskiwana ze Z n X -

wzoru 0golnego jest bardzo skomplikowana i niepraktyczna n=0 4 - 4WX + W



Wielomiany ortogonalne

Metody matematyczne fizyki. Wyktad IV i V

Przyklad zastosowania funkcji tworzgcych: rozwiniecie potencjalu Coulombowskiego w bazie wielomianéw Legendre’a

Potencjal wytwarzany w punkcie 7 przez ladunek punktowy ¢ umieszczony w punkcie R
1

¢ 1 q 1 _q 1
dmeg \/R2 —9R -7+ r2 17—*‘) R\/l & cos 6 + R_)

Yie)= dmeg ‘ﬁ = f‘ dmeg \/<]§" = 'F') (ﬁ — f")

~, wowczas otrzymujemy rozwiniecie potencjalu Coulombow-

gdzie § = Z(R, 7). Dokonujemy podstawienia 2 = cosf, v = i
skiego w postaci
J. q s q & r\n
P, ()™= (——) P, (cosf
Z ( ) -'171‘8()1?712::0 R 4 ( )

=\
Vir)= 17T€()R VvV1-—2zxv + 12 177603 —~
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