Metody matematyczne fizyki. Wykitad lli Transformata Laplace’a

Wyktad I

« Transformata Laplace’a prosta i odwrotna,
* Najczesciej spotykane transformaty,
« Wiasnosci transformaty Laplace’a,

* Rachunek operatorowy w zastosowaniu do rozwigzywania
rownan rozniczkowych.
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Transformata Laplace’a

L(f)=f(s) je‘“f s>0

_ e 7 zalozenia f(t) jest funkcja, dla ktorej transformata istnieje
f (t) - oryglna’r (calka jest zbiezna), wiec nie moze zbyt szybko rosnaé przy t — oo,

F e Definicje transformaty mozna uogélnié, przyjmujac ze
(S) - transformata s € C, tak ze s = sg +isy, sg > 0. Wowczas

= Jo_e7*mt cos(sit) f(t)dt +i [T "Rt sin(st) f(t)dt

[f )cos(s;t)]( )+ i[f(t)sin(srt)](s) jest suma transformat
funkcji f mnozonej przez sinus i cosinus.

 Transformata odwrotna (wyprowadzenie 2 transparencie dalej)
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* Najczesciej spotykane transformaty
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Traktujemy transformate jako funkcje liczby zespolonej z € C (por. uwaga na poprzedniej transparencji), z = = + iy,

o3 | N : 0

- W Imz

f(s) :/ e *T f(r)dr.

0
Odwrotna transformata Laplace’a s * Rez
1 T+ 3 -5
() = — / e f(2)dz
2mi T—1i00

(krzywa catkowania jest prosta réwnolegla do osi zespolonej).

Pokazemy, ze dzialajgc transformatg prosta i odwrotng na funkcje f (oryginal) otzrymujemy ponownie funkcje f (orygi-
nal), wiec powyzsze transformacje sa wzajemnie odwrotne.

z=x+1y, y € (—o0,0) = dz = idy =

1 T4i00 N i o0 ) o0 )
—/ dze*' f(2) = _/ (l;l/e(”’+’y)t/ dre~EHWT f(r) =
27{'1- Jr—ioco 277) — 50 Jo
1 o i A _ 1 o0 . JA(t—T) _ g—iA(t—T)
— lim / de(T)el('“")/ dye™t=7) = __ lim / de(T)el‘”'"T)‘ZP : : =
T A= Jg A 2T A—oo f 21({: — 'r)
e , sin[A(t — e - .
/ drf(7)e"*=™) lim AM :/ drf(r)e* =75t —7) = f(t) cbdo.
0 A—oo 'ITA(t - T) 0
—>5F;—T)
Uwaga: Symbol §(x) oznacza tu dystrybucje delta Diraca o takiej wlasnosci, ze f: f(x)d(x — a)dz = f(a), a € (a, ).

O dystrybucjach (funkcjach uogélnionych) bedzie wiecej w dalszej czesci wykladu, na razie ten wynik nalezy przyjaé "na
wiare").

Bezposrednie obliczanie transformaty odwrotnej jest nieefektywne. Aby odtworzyé¢ oryginal, znajac transformate, nalezy
ja zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej transformat znanych funkcji i odwrécié, korzystajac z tabeli transformat (jest to
mozliwe, poniewaz transformata, jako calka, jest operacja liniows).

Przyktad: Transformate zapisujemy w postaci kombinacji liniowej funkcji wymiernych

= 2 1 1 1 1 1
: s+ 5 3 f(t):—2+get+§6_t

e, — 15 - - =
f(s) s(s2—1) s+2$—1+23+1
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Transformata pochodne]

[t f(t)dt =
0

00

f(0)+ s_[e‘St f(t)dt = f'(s)=sf

0

Analogicznie mozna pokazac, ze

~

f"(s)=s?f(s)-sf (0)- £'(0)

Transformata catki z oryginatu

t

Niech F(t)= j f(r)dr
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Transformata Laplace’a
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Zastosowanie metody transformat Laplace’a do rozwigzywania réwnan rézniczkowych

Metoda polega na obliczeniu transformaty obu stron réwnania i sprowadzeniu w ten sposéb réwnania rézniczkowego do
rébwnania algebraicznego na transformate szukanej funkcji. Po wyznaczeniu transformaty nalezy wyznaczyé¢ szukang funkcje,
korzystajac z (odwréoconej) tablicy transformat.

Metoda transformat jest szczegélnie czesto wykorzystywana do analizy obwodéw elektrycznych. Rownania, ktére mozna
efektywnie rozwigza¢ za pomocy metody transformat, sg rownaniami rézniczkowymi liniowymi i jako takie moga by¢ roz-
wigzywane réwniez innymi metodami (np. uzmiennienia statej). Metoda transformat jest jednak czesto szybsza, poniewaz
uzyskane rozwigzanoie od razu uwzglednia warunki poczatkowe (por. wzory na transformate pochodnej).

Przyklad. Rozwigza¢ réwnanie x' + a?x = bsin(at), z(0) = 0, 2'(0) = 1.
Transformujemy obie strony réwnania, korzystajac ze wzoréw na transformate pierwszej i drugiej pochodnej,

ab ~ ab 1 b1 2as 1 a

2 2~
ST —14+a" = ——==>T=-"— T = __ M o
82 + a2 (s2+a2)2  s2+a?2 238(s2+4a?)?2  as?+a?

Korzystajac z tablicy transformat, uzyskujemy ze

jest transformatg funkcji ¢sin(at), wiec korzystajac ze wzoru na transformate catki widzimy, ze %5_21;2

2as
s24-a?

-
transformatg funkeji [, 7sin(ar)dr = =

a?

jest

(sin(at) — at cos(at));

77 Jest transformatg funkcji sin(at).

S

Odwracajac & uzyskujemy wiec

t 1 b\ sin(at bt
)= # (sin(at) — at cos(at)) + = sin(at) = (l + 2)(1) % —ig cos(at)
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Przyktad. Obwod RC.
Roéwnanie Kirchhoffa

RI+Q—U U = const, Q(0) =

fo TVdr = Q =1/s.
Trgnsforr{lumc obie strony réwnania, uzyskujemy wiec
RI+ 1=

S PG L () = Gev/tRO)
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Transformata splotu dwoch funkc;i

(F9)0)= [ F(t-r)a(eldr = L(F xg)= To

Inne wtasnosci transformaty
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