Metody matematyczne fizyki. Wykiad | Funkcje zespolone

Wykitad |

* Funkcje zespolone,

* Rozniczkowanie funkcji zespolonych, funkcje
holomorficzne,

« Catkowanie funkcji zespolonych, wzor Cauchy’ego, szereg
Laurenta, residuum funkcji,

* QObliczanie catek rzeczywistych metodg residudw,
« Odwzorowania konforemne.



z=x+iy=Re(z)+ilm(z)=r(cosp+ising)=re"
i i ei¢ _e_ifo

—_— Im(e'” )

. lp ip _
ei"”=COSgoJ_riSing0:>COSg0=e +2e :Re(e'(”), sin g =
Dla dowolnej funkcji zespolonej

f(z)=Re f(z)+Imf(z)=u(z)+iv(z)
u(z)=ulx+iy)=ulxy), v(z)=v(x+iy)=v(xy)

Przyktady
f(z)=z"=r"e"" =r"cosng+ir"sinng

f(z)=sinz= 21| " —e)= 21| (e —ee¥)= 21i (e —e)cosx+i(e™ +e” Jsin x|

=sin Xxcosh y +1cosxsinhy

Przyktady: funkcje wieloznaczne (z wieloma gateziami)

f(2)=¥7=2"= f,(2)=¥re"?, f,(z2)=3re>?,  f,(2)=rel )"
f(z)=Inz=Inr+i(p+2kz), k=0zx1%2,...
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Obrazowanie przy pomocy funkcji zespolonych

A f(A)
T
A = {z=z+iy:2=0,y€(0,m}, flz)=¢ ‘ f /\ ‘
2 = y=>fe)=eV=>fA)={r:2=€Yyec(0,n)} g - 1
A = {z=z+iy:2=0,y€ (0,1}, f(z) =2 n“ 1
g = iy:>f(z):i2y2:—y2:>f(A):{z::r;+iy:a:€<—7r2,0>,y:0} - f . R
> = >
—TT

A = {e=a+tiy:®+y = o[* <1}, f(z)=iz+1
>4 = {z=ré?:r<1,4€(0,2r)}
fl2) = e +1=r D L1 =re £ 1, 0 (0,2n)
= f(4) = {z=a+iy: (a1 +y =<1}
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Rézniczkowanie funkcji zespolonych

f(z) - funkcja zespolona

o of . 1
—(x y)=df = L ax+ g
z=(x,y)= - ay y = 2(

=df =—dz+—dz

Funkcje holomorficzne

=u(x, y)+iv(x,y)

i ZL](dx+idy)+;£a

j, dz = dx+1idy, dz = dx —idy

Warunki Cauchy’ego-Riemanna
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Funkcje zespolone
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Catkowanie funkcji zespolonych

[ f(2)dz = _[(u +iv)dx +idy)= j(udx vdy )+ i j(vdx +udy)

: : |
[ (udx—vdy) = [ (u,~v)-dl,...
C C
Twierdzenie Stokesa iw d :IﬂcrOtVV'd§
nt

Korzystajgc z twierdzenia Stokesa w dwoch wymiarach i uwzgledniajgc
warunki Cauchy'ego-Riemanna, otrzymujemy dla catek po krzywych
zamknietych z funkcji holomorficznych

§ dz—_”(—au—jdxd |_”(—ayjdxdy 0

IntC IntC

« Wartosc cafki z funkcji holomorficznej po krzywej otwartej nie zalezy od
ksztattu krzywej, tylko od punktu poczatkowego i koncowego

* Krzywg catkowania mozna dowolnie deformowac bez zmiany wartosci
cafki, o ile pozostajemy w obszarze holomorficznosci funkcji
podcatkowej
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Wzor catkowy Cauchy’ego

Funkcje zespolone

f (Z) - funkcja holomorficzna w y
obszarze obejmujgcym krzywg C Z

((2)= g 10

2l -1 c

C jest dowolng krzywg obejmujaca z

Z jest jedynym biegunem funkcji podcatkowej wewnagtrz C

Funkcja podcatkowa nie ma zatem osobliwosci w okolicy krzywej C
wiec jest tam holomorficzna

Dlatego mozemy zastgpi¢ krzywg C okregiem o srodku w z i przejsc z
jego promieniem do zera

Al T [ R

r—0 0
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Szereg Laurenta

f(z) - funkcja holomorficzna

= Za—n(z - Zo)_n +Zbl (Z - Zo)I
n=1 1=0

Niech O bedzie okregiem o Srodku w z,

(z-2,) Za Z-1, kn+Zb )
n=1

35(2 ~7,)dz= <z ~7,= re“”> =ir " je‘(k”)‘”dgo =27ir*"s, | =246, ,

O 0

W powyzszych wzorach funkcja podcatkowa nie ma biegunow poza z,
jest wiec holomorficzna poza z, i okrgg O mozna zastgpi¢ dowolng
krzywg C obejmujgcg z, bez zmiany wyniku catkowania.




Metody matematyczne fizyki. Wykiad | Funkcje zespolone

Residuum funkcji

a,=res, = iﬁ f(z)dz = 2zires,
C

« Jezeli krzywa C obejmuje kilka punktow osobliwych

f‘; f(z)dz =27 res,
j

C
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Metoda obliczania residuum funkcji
Niech funkcja f(z) ma biegun skonczonego rzedu m w z,

a_ a_ a C |
f(z)=—2m iy B S (2o
ey o ey )

(z-2,)" f(z)=a, +a_ .z Zo)+---+al(2—20)m1+§:b|(z—zo)'+”‘
dm—l [(Z—zo)mf(z)] (m ]_Ia +Zb (|+m)(z_zo)|+1

dz™" (1+1)
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Lemat Jordana

Jezelidla p—> o |R(z] -0 jednostajniew § dla 0<9<7 to

lim |R(z)e'“dz=0, a>0
"

Lemat utatwia obliczanie catek oznaczonych
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Zastosowanie calek zespolonych do obliczania catek rzeczywistych niewtasciwych

Przyklad. Obliczy¢ calke YA Cp

[— / i 2(1:1?
e e 2L

Rozpatrujemy catke po konturze C' domknietym w gérnej poéiptaszczyznie
(Cr oznacza pélokrag o promieniu R w goérnej polptaszczyznie)

2i

———

—R R x
}{ dz /R dx +/ dz
o 2244 - _R:172+'11 Cr 22 4
N ——
Szacujemy wartos¢ funkeji podcatkowej na potokregu Cp:
F(2) 1 | 1 1 1
Z) e — O T = — = — - = = : = =
Cr 22 + 4 i |R2e2i0 + 4| \/(R262“*" + 4) (R2e—12% 1 4) \/R4 + 4R2 (e2? + ¢~2i%) + 16
B 1 o 1 B 1 P 2 Rig)c 0
VR*+8R2cosp+16 ~ VR* —8R? + 16 R?2 -4 ~ R?
dz 2 2T R—oo
=i, <7R =— — 0
/Cn 22 +r-1| - R? R
Bieguny funkcji podcatkowej 2z = 2i, 2o = —2i, tylko z; nalezy do wnetrza konturu C,
dz 1 1 2mi T
e DTSy = 27i lim (z — 24 = —.
f{ Frd - e gy =2 i = ) e T T 2

) R de dz T
= I = lim — = 5 = —
Rooco J_gpzt+4 Jo2°+4+4 2

Funkcje zespolone
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Catki funkcji o wielu gateziach. Przyklad.

Obliczy¢ calke

Rozpatrzmy catke pomocniczy z funkeji F(z) = —2‘/%

przy czym w \/z = |Z|l/2(ei(q’)—+—2n.7r))l/2 — lzll/Qe‘i(tﬁ)/Z—i—nrr). neN

rozpatrujemy galaz z n = 0.

Kontur catkowania C' jak na rysunku obok, r — 0, R — oc,
funkcja F(z) ma bieguny rzedu pierwszego z; =i = e'™/2,
nalezace do wnetrza konturu C|

22 =

. ;. e (6,_:71'/"_’)1,“2 g ;
res;, F(z) = ‘2/—: = ‘o=z =¢ z1r/4/2’
zZ=z 3
i ) — VZ _ (e¥TIZ _Binj4 jo _ intin/4 g _
Ieh:lF(‘d)—-f —W—P //2——( //2—
Z=Z2

Ji= 7{ F(z)dz = 7{
JC JC

J = 2mi (res,, F(2) + res,, F(2)) = —2mt

- - 63117,/‘2
—eim/4/2

eim/4 _ p—im/4

2i

Funkcje zespolone

D)

(1n

2\/: dZ: / +/ _+_/ +/ 2\/: (IZ
#+1 (ry JcCcr J(II) c.] < +1

i = 2msin(r/4) = V2n

(ciag dalszy — patrz nastgpna transparencja)

>V
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e Na odcinku (I) v/z = z1/2e¥0/2 = z1/2,

e Na odcinku (/1) (zwr6¢my uwage, ze ze wzgledu na kierunek obiegu konturu catka po (II) jest w granicach od R do
r) V7 = 21/2ei27/2 = g1/2¢im — _41/2,

e Na dowolnym okregu C, o §rodku (0,0) i promieniu p, dokonujac podstawienia z = pe'®, ¢ € (0,27), = dz = ipe'?d,

otrzymujemy
. /*211’ ” 3 /2Tr (1(,')
Jo o |p?e®? +1|
3 p2m deg

Sig
/ F(z)dz
C
U Dla p=7r — 0 lim,_,g rs Jo TEemerT = lim, g ridr =0 = lim, g fc»" F(z)dz=0

w

3.
pzie
p2ei2d + 1

Vz

& Z2+l

dz

i sl e
m pretzipet®de
Jo pretde4-]

< p

O Dla p = R — oc (por oszacowanie funkcji podcatkowej na poprzedniej transparencji)

. 3 2w do . _; 2 ¢ 1: ar ‘ .
limp_ o RZ [ TRrene ] < limp_ o RZ 27 = limp_, o TR = 0 = limp_, fC'R F(2)dz=0

V27 = lim /+/ —i-/ +/ 2\/5
L NSy e Jun ) el

R—o0

oo .1/2 0 _1/2 oo .1/2
dz= / s (1:1:—{-/ _'L dr = 2/ ¥ dy =2F=T = \/‘ZW/‘Z
0 oo ¢ =+ 0

2+ 1 2 +1
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Konforemnos¢ funkcji holomorficznych

« Odwzorowania (funkcje) holomorficzne zachowujg katy miedzy
Krzywymi na ptaszczyznie zespolonej

f(z) - funkcja holomorficzna w danym obszarze, f'(z)# 0

z=z2(t)te(t,t,) z(t)=z,.k=12; @=argz(t)

w=w(z)ze(z,2,) f(z)=w,k=12 ®=argw(z)=argdy
f'(z))=0=35=arg f'(z)

w(z)=f'(z)(t,)=@=5+¢
Dla dwéch krzywych @, =0+¢, @, =0+¢, = 0, -0, =@, -9,






