Metody matematyczne fizyki. Wykiad XiIlI Szeregi Fouriera

Wyktad X

* Funkcje i dystrybucje okresowe,
* Rozwiniecie dystrybucji okresowej na szereg Fouriera,
e Szereg sinUSOW i cosinusow.
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Dystrybucje okresowe

Dystrybucja okresowa o okresie L T(X)= T(X + nL)
@ €D funkcja prébna

0 n+1

Szeregi Fouriera

Przyktad: T(x) = Y- 6(x — nlL)
jest ciggiem delt Diraca, centrowanych
w kolejnych liczbach catkowitych (por.
rysunek na ostatnim slajdzie).

_[T (x)dx =" _fT X)dx =]y = x—nL|= ZJT o(y +nL)dy

N=—co0

N=—o0

Niech v = Z(o(y+ nL) bedzie funkcjg zdefiniowang dla Y € <0, |—>

N=-—00

@ e D jest dowolng funkcjg prébng, wigc ¥ jest dowolng funkcjg na <0, L>

Dystrybucje okresowe sg definiowane inaczej niz zwykle dystrybucje. Funkcjami probnymi sg w tym wypadku dowolne funkcje,
okreslone na dowolnym przedziale o dlugosci L (tylko umownie przyjmuje si¢ przedziat (0,L), mozna go dowolnie przesuwac).
Dziatanie dystrybucji okresowej na funkcje probne definiuje si¢ przez catke po dowolnym przedziale o dtugosci L, jak ponizej.

« Dziatanie dystrybucji okresowej na funkcje probne definiujemy jako

catke po okresie dystrybucji z dowolng funkcjg

(T,p)= jT (y)nigo(y +nL)dy = IT (Yl (y)dy ={(T

v))

Symbol ((T,)) nie oznacza np.
jakiej$ podwojnej sredniej, tylko
zdefiniowang obok calke po
przedziale o dtugosci L (dowolnym,
przedziat (0,L) przyjeto umownie).
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Szereg Fouriera dystrybucji okresowej (tzw. wyktadniczy szereg Fouriera)

_ N M inX] M=l in X
= > c,'exp| 2znn— | c,’ ' =—((T,exp| —2zn—
2.6 p( LJ L<< p( Lj>> (*)

Dowolng funkcje v na przedziale<0 L> mozemy roztozyC na szereg Fouriera

Znak minus w wyktadniku nie ma

Z C exp( 2 721 m X j znaczenia, poniewaz sumujemy po

wszystkich liczbach catkowitych
Widac ze

(P <:3p(2m3,,,<x f)-((Zer on{oari) £ ol -2am))

i’ exp
. X :
im— Symbol ({.)) oznacza catke, wiec catka z sumy
L

=> 3 c,ﬁ”cr(n‘”)<<exp(27zinxj,exp( 2 ol ((.)) oznacza ca
L wyrazen jest rowna sumie catek

N=—00 M=—00

00 o0 2mwi(n—m)x

o0 L o0
_ (T)alw) [ a27(n-m)x/L 4y, _ (T)Alyw) (%)  nemo[e [ dx=0jako
o Z Z Cn Cm € dX o Z ch Cm L5m,n o caH<azﬁmlgcji okresowej o okresie L.
0

N=—00 M=—00

2 VL % <<T , eXp(— 27N )Ij>> = <<T , n_ii"’éxp(— 27N )|j>> = <<T W)

Whiosek: (#)=T
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Metody matematyczne fizyki. Wykiad XiIlI Szeregi Fouriera
Rozktad dystrybucji na tzw. trygonometryczny szereg Fouriera (sinusow i cosinusow)

_ Z c,ﬂ”cos{Zﬂn %}Li > cf]T)sin(Zyzn Ej

N=—o0

> cﬁT)cos(Zfzn j )+ Z c! cos( m%)+2cnﬂcos(27zn %) =

N=—c0 n=1

+Z[c +c! ]cos[Zyzn j Z;[ ]COS[Z?ZH Lj

1 | |
e C(_Y;L) — z<<T76_2ﬂ“w/L>> — %«T’ 627T’L7LLL‘/L>> . sLT)

(T) (_) 1 —2minx /L 1 2mwinx /L _ 2 6—27r'i‘l'L:1:/L _+_627ri11,:I:/L _ 2 T s T
o o+ T Z(Te M)+ ZUT, e2minal By = Z(( T, . = Z((T,cos (27mz> ))

Analogicznie

00 —1

1 Z (f) sin (27m%) =3 Z (T) sin (27rn > +1 Z (T) sin (QFTLL)

n=-—oo n=-—oo n=1

e ZZ [ (_T”) + p(T)] sin (271””%) = ZL [cg) _ (sl—T)] sin <27m.’lz¢>

n=1 n=
_ eZ‘irina:/L 2 . T
5 >> = E<<T’ sin (QTFTLI) >>

6,—27rzn.:z:/L

- : i ; 242 >
o i |:CSLI) (’51, ) (*) i <<T.‘€—27-rz/n,:1;/L>> . i<<T‘ 627r'1,TL:IJ/L>> — %<<T,

E L
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Niech a{)=c") = i<<T 1), all=cl+c) = 2((T, cos(Zﬂn ﬁj
L L L

: 2 : X
Analogicznie b = '(Cr(\T) - CETn))= . <<T , S|n(27zn Lj>>
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Szereg Fouriera (trygonometryczny) funkcji okresowe]

Jezeli dystrybucja okresowa jest zwyktg funkcjg okresowg T(X)= f(X)
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Metody matematyczne fizyki. Wykiad XiIlI Szeregi Fouriera

1
Przyktad T'(z) = f(x) =z, x € (0,1). 1 2 X
(@il b omi 1 ' 2mingy’
n# 0 = ¢’ =c’ = T R ¢/ . x (e ™) dx
7 ? " A 2mwin A ( )
1 —2mi 5
— l_ a:e‘Q”i"""‘l — / e =27z g £ 2-rzn - __1 — .t ;
2min 0 0 2min 2min 27mn
S ——

=[4 cos(2mnz)dz—i [ sin(2wnz)dr=0

n=0 = (-(T)—('(f)—/1'1‘(13'—1’1‘2|1_1

1 t = 1 2mine
> T@=f@)=gty D e

Jest to tzw dystrybucja ,,Sza” I I I I I I I I
(rosyjska litera I1I) T

Przyklad T(z) = 02 . 6(x —n). Jako przedzial calkowania mozna przyja¢ dowolny przedzial o dilugosci L = 1,

wiec przyjmujemy (—1/2,1/2); nie prowadzi to do niejednoznacznosci, nawet gdybysSmy przyjeli (0, 1), poniewaz formalnie
0€(0,1) i fy 6(y)e(y)dy = (0).

1/2 o0

e = ((8(y), e ™)) = / S(y)e > Mdy = 1= T(z) = » &

1/2 n=-—o0c
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