Metody matematyczne fizyki. Wyktad Xl i XII Transformaty Fouriera

Wyktad XI i XII

« Transformata Fouriera dla funkcji | transformata odwrotna,
« Wiasciwosci transformat Fouriera dla funkgji,

« Transformata Fouriera dla dystrybuci,

« Transformaty najwazniejszych dystrybucii,

« Transformata Fouriera-Bessela (Hankela),

* Transformaty tréjwymiarowe.
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Transformata Fouriera dla funkcji

Uwaga: zeby powyzsza definicja miata sens, musi zachodzi¢ lim ¢(x)=0

X—>+00



Transformaty Fouriera

Metody matematyczne fizyki. Wyktad Xl i XII
Transformata odwrotna

Dwukrotne zastosowanie transformaty Fouriera daje
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Definicja transformaty odwrotnej
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Pochodna transformaty

9"0)= () o [xe ol (i (o)

Transformata pochodnej

"1 0)= 51 [0 kb= i) - [ o=k o1

Catkujemy n-krotnie przez czeéci, pamictajac ze p(x — +00) = 0= W (x - +0),1 =1,2,3..n

Transformata iloczynu dwdch funkcji
Analogicznie jak dla transformaty odwrotnej mozna pokazac ze

[(01(02 ]A (k) = % _T e_ikx¢1(x)¢2 (X)dX = _T 7 (kl )@2 (k —k, )dkl = [@1 * 0, ](k)

Transformata iloczynu dwodch funkcji jest rowna splotowi transformat
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Transformata splotu dwoch funkcji

o, +0.] (k)= [axe™ [aya(x-yo,(y)

1 I —j T —ik(x- 2 A
== Jaye™o,(y) [d (- y)e g, (x- y) = 2 (k) k)

Transformata splotu dwoch funkcji jest rowna iloczynowi transformat
pomnozonemu przez 2rx

lloczyn skalarny transformat

Analogicznie jak dla transformaty odwrotnej mozna pokazac ze

(6102)= [0,k =~ )

T dk T dxe"* @, (x) T dye “o,(y)=—(¢,, 0,)

27

Kreska oznacza sprzezenie zespolone

Ar?

Transformata funkcji przesunietej

. (k)= % [dxe ™ p(x—a)=e™ [d(x-a)e " p(x-a)=e"@(k)
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Transformata funkcji parzystej i nieparzystej
Niech funkcja ¢ ma okreslong parzysto$é, ¢(—x)=+¢(x)

oK)= [aeoln)=| )~ %_Tdye “o-y)= 9l
pk)=— jdxe'kxgo — _[dxcos kx)op(x)—— jdxsm (kx )oo(x)
o(=x)=o(x)= p(k) —deCOS oxJoo(x)

p(-x)=—0(x)= dlk)= _ZI dxsin(kx)(x)

Transformata funkcji parzystej jest funkcjg parzystg i czysto rzeczywistg
Transformata funkcji nieparzystej jest funkcjg nieparzystg i czysto
zespolong



Metody matematyczne fizyki. Wyktad Xl i XII Transformaty Fouriera

Transformata Fouriera dla dystrybucji

Transformata Fouriera dystrybucji T nazywamy dystrybucje T, spetniajaca
tozsamosc

<TA,¢>=TA(|<) k)dk = jT (x)dk = (T, )

Jezeli T jest funkcjg catkowalng, powyzsza definicja pokrywa sie z definicjg
transformaty Fouriera dla funkcji

T=f=(f,¢)=[dx (x)% [ dke ™p(k) = | dkgp(k)i [ dxe £ (x)
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Transformaty najwazniejszych dystrybuciji

Transformata delty Diraca

A 1 5, 1 5 1 ~ 1
=(5,0)=p(0)=— [e""p(k)dk =— |1-¢p(k Jdk = —1, 0 =—o
(6.0)=(5.6)=9(0) Zﬂ_fwe o(k) 272_[0 plk)dk = (Lp) =0 =
Transformata funkcji state;
Odwracajgc powyzszy wzoér otrzymujemy 1= 276 =1=5
Stad tzw. catkowe §(X)=iTl-e_iXkdkziTe_ikxdkzi]?eikxdk
przedstawienie delty Diraca 21 = 21 = 27 -

Bardzo wazny, chociaz nieformalny wzor, wykorzystywany powszechnie w

Transfo rm ata poteg| fizyce ciala stalego, kwantowej teorii pola, optyce dyfrakcyjnej...

(BT oo) = (0 = (L X6 (x)) = (1) (1. (P o)) = (i) (L "] )
= (i) (L") = (i) (5,0") = (i) {(-2)"5", p)

— [Xn :IA _ | n 5(n) Wida¢, ze w sensie dystrybucyjnym transformate mozna oblicza¢ nawet dla
o funkcji, ktore nie maja transformaty w sensie dystrybucyjnym (x™ nie znika w
nieskonczonosci!)
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Transformata dystrybucji przesunietej
« Dystrybucja przesunieta T,

(T, o(x—a))=(T(x—a) p(x—a))=(T(x),
Przyktad (3,,p(x—a)) = (5(x—a) p(x—a)) = p(a-a)

« Transformata Fouriera dystrybucji przesunietej

<fa (k)’ ¢(k )> = <T (X — a), @(X» = TT(X _ a)@(X)dX _ ‘y —x_ a‘
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« Transformaty funkcji trygonometrycznych

(fsin x] (k). (k) = (sin x, () = 2 (€%, () ~ (&, ()

2l 21

_ il<1 e ¢(x)>—%<l e g?)(x)> - %<l o(x +1)>——|<1 P(x 1))
Lol D) - (L plk-2) = (6K lk-+1) - 2 (5(Kholk 1)
- - (6k -1 plK)~ - (5(k + D) plk)

= fsin ] (k) = -[5(k ~1)- 5(k +1]

Analogicznie | [cos x]“(k):%[a(k_l)w(ku)]

Uwaga: nieformalnie

e[ (k)= Zi Te—“kﬂ)de =5k £1), itd.
72-—00
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1
Transformata funkcji schodkowej Heaviside'a @(X) = §(1+ sgn x)

o
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