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Przestrzenie metryczne

Przesrzen metryczna

Zbiér niepusty X z funkcja p : X x X — R4 (metryka) spetniajaca warunki

Vx,y € X p(x,y) =0 x=y,
Vx,y € X p(x,y) = p(y,x),
Vx, ¥,z € X p(x,y) < p(x,2) + p(z, ).

Przyktady
(i.) x,¥ € R,C,p(x,y) = |x — y| (metryka naturalna),
(i) Vx,y € X x#y = p(x,y) =1 (metryka dyskretna).

Przesrzen metryczna zupetna

Przestrzen metryczna jest zupetna, jesli kazdy ciag x, spetniajacy warunek Cauchy’ego
Ve >0 AN €N Vn,m > N p(xn,xm) < €

jest zbiezny (ma granice) w tej przestrzeni.

Przyktad Przedziat (0,1) z metryka naturalng nie jest przestrzenia metryczng zupetna,
poniewaz np. ciag xp = ;; spetnia warunek Cauchy’ego, a nie jest zbiezny w tej
przestrzeni.
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Przestrzenie liniowe

Przestrzen liniowa

Przestrzen liniowa X nad ciatem K liczb rzeczywistych R lub zespolonych C spetnia
nastepujace aksjomaty
Vx,yeX x+y = y+x
Vx,y,z€X (x+y)+z = x+(y+2)
VeX VxeX x+0 = x
VxeX I—xe€X x+(—x) = 0
VAEK Vx,y € X AMx+y) = XIx+Ay
YApeK VxeX (A+pu)x = Ax+px
YA peK VxeX Aux) = (Au)x
VxeX 1Ix = x

.
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Przestrzenie unormowane i przestrzenie Banacha

Przesrzen unormowana

Przestrzen liniowa X z funkcja x — ||x|| (norma) spetniajaca warunki

Vx e X ||x|]]=0& x=0,
Vx € XVA € C [|Ax|| = |A][|x]],
Vx,y € X |Ix +yll < |IxI[ + [lyll-

Przestrzen unormowang X mozna uwazad za przestrzen metryczng z naturalnie
okres$long metryka

Vx,y € Xp(x,y) = ||x = y||.

Pzrestrzen Banacha

Przestrzen Banacha to przestrzeh unormowana zupetna.
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Przestrzenie Hilberta

lloczyn skalarny

Dla u,v € H, a, 3 € C iloczyn skalarny jest forma dwuliniowa,

(v,v) > 0
(u,v) = (v,u)*
(v,avi + Bw) = a(u,v1) + B(u, v2)

Przyktady

(i) u,veC=(uv)=ufvi+ujvo+ ufvs,
(i) f.g € 2(R) = (F,8) = [~ F*(x)g(x)dx.
Uwaga: L2(R) jest przestrzenia funkcji catkowalnych z kwadratem modutu, wazna w
mechanice kwantowej.

Przestrzen Hilberta

Przestrzen Hilberta to przestrzen unormowana zupetna z iloczynem skalarnym.
lloczyn skalarny w spos6b naturalny definiuje norme (metryke) w przestrzeni Hilberta,

llull? = (u, u)

Przyktad
fel2R)=|fIP=[

— o0

oo

| (x)[2dx
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Operatory liniowe

Operator liniowy

u,v € H,o, B8 € C= Alau+ Bv) = aAu + BAv

Norma operatora ||A|| = SUPy e H:|v| =1 [|Av],

lloczyn operatoréw ABv = A(Bv)

Operator odwrotny AA~! = A~1A=1

Komutator operatoréw [A, é] = AB — BA,

Funkcja operatora definiowana jest przez rozwiniecie w szereg Taylora,

ﬂ&=ﬂmh¢mﬁ+§w@ﬁ+”.

Przyktady

[uy

f(A) = ﬁ:i+A+A2+A3+...,

f(A)

o ~ ~ 1 5 1 N
exp(aA) =1+ aA+ §a2A2 + §a3A3 +...,

W szczegdlnosci operator przesuniecia definiowany jest przez rozktad na szereg
Taylora,

. f

d df 1
e (a5 ) I = FO) +a | 45 O — a)

x=
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Operatory sprzezone

Operator sprzezony

Przyktady

(i.) Dla macierzy rzedu n
n n
A= 305t = 3 S = () = A1 T
j=1 i=1 i=1 j=1
(ii.) Dla pochodnej (f(x — £o0), g(x — £oo) — 0)

(r5e) - [ £0) g () = 7 (<) ()| — [ Oodi’xf*(x)g(x)dx

[e%}

,/:: dixf*(x)g(x)dx= (7%7::5) = (;L)T - 7dix
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Operatory hermitowskie i unitarne

Operator samosprzezony (hermitowski)

At =A

Przyktad Macierz jest hermitowska, jesli A; = A*%.
Ji

Operator unitarny

Al = A7 = (Au, Av) = (u, )

Przyktad Macierz, ktérej kolumny s3 wzajemnie ortogonalne, jest macierza unitarna

:k*Z kaZA*TAkuA
j=1
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Reprezentacja macierzowa operatoréw

Niech B = {é1, &, ...é&,} bedzie baza ortonormalna, (&, &) = ¢; ;.
A— MB(A — B(A = Az
A= ME(A) & A; = [ME(A)] ;= (¢, 4g)
Przy przejéciu do nowej bazy B’, poniewaz macierz [MBB/(Id)] jest unitarna,

A = ME () = ME (1)ME(AME (1), ME (1d) = [ME (1)) " = [ME (1d)]"

Slad operatora

n
TTA=>"A;
j=1

Slad operatora nie zalezy od wyboru bazy

n n n
~ ’
TFA = E A;nm:§ E ME, (1) mi A ME (1d);m
m=1

m=1i,j=1

= i A,'j i Mg,(Id)ijg,(Id)m; = i A;j5;7j = iA,‘,’ = TI’A
i=1

ji=1  m=1 ij=1
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Wartosci i wektory wtasne operatoréw

Wartosci i wektory wtasne operatora

/A\v:)\v, recC

Przyktad
Dla macierzy wartosci wtasne s3 pierwiastkami réwnania charakterystycznego

det(A— ) =0
Warto$ci wtasne operatora hermitowskiego s3 rzeczywiste
Av =dv = A (v,v) = (Av,v) = (v, Av) = A(v,v) = A* = A

Wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego s3 ortogonalne

Avi = Avi, Avo = dova, A1 # X2, A, M2 €R
A2(va,v1) = (Avg7 vi) = (vg,Avl) =A1(v,v1) = (v,v1) =0.
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