
Mechanika kwantowa. Zestaw 3. Wst¦p do zagadnie« rozpraszania.

Przybli»enie Borna

Z3.1. W przybli»eniu Borna obliczy¢ ró»niczkowy i caªkowity przekrój czynny na rozpraszanie na nast¦puj¡cych potencjaªach
sferycznie symetrycznych:

(a) V (r) = V0 > 0 dla r ≤ a, V (r) = 0 dla r > a,

(b) V (r) = (α/r)e−r/a, α > 0 (potencjaª Yukawy); zbada¢ przypadek graniczny a→∞ (potencjaª Coulombowski),

(c) V (r) = α/r2,

(d) V (r) = (α/rβ)e−r/a, β ∈ (1, 2); zbada¢ przypadek graniczny a→∞,

(e) V (r) = e−r/a,

(f) V (r) = e−(r/a)2 .

Z3.2 (P). Wi¡zka naªadowanych cz¡stek punktowych ulega rozproszeniu na ograniczonym w przestrzeni rozkªadzie ªadunków
o g¦sto±ci objeto±ciowej ρ(~r). Znale¹¢, w przybli»eniu Borna, ogólne wyra»enie na amplitud¦ rozpraszania w zale»no±ci od ρ(~r).
Posªuguj¡c si¦ tym wynikiem, obliczy¢ ró»niczkowy i caªkowity przekrój czynny na rozpraszanie cz¡stek na atomie wodoru w stanie
podstawowym, traktuj¡c dla uproszczenia j¡dro jako ªadunek punktowy. (Wsk. Potencjaª rozpraszaj¡cy speªnia równanie Poissona
∇2V (~r) = 4πeρ(~r). Potencjaª ten dla r →∞ zachowuje si¦ jak potencjaª ªadunku punktowego V (r →∞) ∝ r−1, wi¦c aby zapewnic
zbie»no±¢ obliczanych caªek, nale»y przemno»y¢ go przez czynnik wykªadniczy e−r/a i na ko«cu dokona¢ przej±cia a → ∞. Caªk¦∫
V (~r)ei~q·~rd3~r mo»na wówczas przeksztaªci¢ do caªki zawieraj¡cej ρ(~r), bior¡c pod uwag¦, »e ei~q·~r = −q2∇2ei~q·~r i korzystaj¡c z

to»samo±ci Greena).

Metoda przesuni¦¢ fazowych

Z3.3 Wykaza¢, »e w przypadku rozpraszania powolnych cz¡stek na sferycznie symetrycznych potencjaªach krótkozasi¦gowych
(mo»e by¢ to nawet potencjaª Yukawy z zad. 3.1(b) o efektywnym zasi¦gu a) dla przesuniecia fazowego fali rozproszonej o indeksie
l zachodzi proporcjonalno±¢ δl ∝ k2l+1 (co dla k → 0 oznacza, »e najwi¦kszy wkªad do amplitudy rozpraszania wnosi fala z l = 0).

Z3.4. Twierdzenie optyczne. Wykaza¢ zwi¡zek pomi¦dzy apmlitud¡ rozpraszania w przód f(0) = f(θ = 0) a caªkowitym
przekrojem czynnym,

σ =
4π

k
Imf(0).

Z3.5. Wyznaczy¢ ró»niczkowy i caªkowity i przekrój czynny na rozpraszanie cz¡stek na idealnie spr¦»ystej sferze o promieniu
a (potencjaª V (r) = ∞ dla r ≤ a, V (r) = 0 dla r > a). Rozpatrzy¢ w szczególno±ci przypadek cz¡stek powolnych, dla których
ka� 1 (λ� a). Wykaza¢ bezpo±rednim rachunkiem, »e najwi¦ksze nat¦»enie ma fala rozproszona o wska¹niku l = 0 (rozpraszanie
izotropowe).

Z3.6 (P). Wyznaczy¢ ró»niczkowy i caªkowity i przekrój czynny na rozpraszanie cz¡stek na "garbie" potencjaªu o promieniu a
(potencjaª V (r) = V0 > 0 dla r ≤ a, V (r) = 0 dla r > a), w przypadku gdy energia cz¡stki rozraszanej jest (a) E < V0, (b) E > V0
. Rozpatrzy¢ w szczególno±ci przypadek cz¡stek powolnych, dla których ka� 1 (λ� a). W obliczeniach mo»na ograniczy¢ si¦ do
fali parcjalnej z l = 0.

Z3.7 (P). Wyznaczy¢ ró»niczkowy i caªkowity i przekrój czynny na rozpraszanie cz¡stek na sferycznie symetrycznej studni
potencjaªu o promieniu a (potencjaª V (r) = −V0 < 0 dla r ≤ a, V (r) = 0 dla r > a). Rozpatrzy¢ w szczególno±ci przypadek cz¡stek
powolnych, dla których ka� 1 (λ� a). W obliczeniach mo»na ograniczy¢ si¦ do fali parcjalnej z l = 0. (Wsk. Zadanie rozwi¡zuje
si¦ podobnie jak zad. 3.6(b).)

Z3.8 (P). Metod¡ przesuni¦¢ fazowych wyznaczy¢ ró»niczkowy i caªkowity i przekrój czynny na rozpraszanie cz¡stek na
potencjale odpychaj¡cym V (r) = α/r2, α > 0.
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