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Transformacje (przeksztatcenia) punktowe
Rozwazamy dowolng transformacje wspotrzednych uogaolnionych, zgodnych z wiezami

=q,(0.1), 1=12,....f, gdzieQ=(0.0,.....0,)
0g, /00,| # 0 = istnieje transf. odwrotna Q, = Q,(g.)

Rownania Lagrange’a sg niezmiennicze wzgledem zamiany zmiennych uogdlnionych

W starych zmiennych (qg,p,t) W nowych zmiennych (Q,Pt)
d( oL j_ oL
d|( oL _aL_O dt an an_
di (aq,) o, gdzie L=L(q(Q.1).4(Q.1).1),

gdzie L=L(g,q,t)

: a% a‘b
, [=12,...,
g, = ; 20, 0, + ey f

Transformacja wspotrzednych uogolnionych okresla sposdb, w jaki transformujg sie pedy uogolnione

f
, 1=12,....f (: p =) P %Qk]
k=1 q,

OL & OL 9g, - 9q,

Zpk

a—Ql - k=1 E an k=1 an

I =
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Rozpatrujemy rownania Hamiltona

Rozwazamy dowolng Jezeli istnieje niezerowy to istnieje rowniez
transformacje wspétrzednych wyznacznik transformacja odwrotna
dg, 99,
q,=q,(Q.P.1) D(ql,-.-pf): 00, oR|,,_2=0lap1) _ I
p.=p(0.P.t) DlQ,...P,) [ 9P P, =Plg,p.1) T
00, P
Zadamy, zeby w starych (g,p,?) i nowych (Q,P.t) zmiennych réwnania Hamiltona miaty takg samg postac
. OH . OH
o 9w
o H=H(qpt) = i H=H(Q.P.1)
N - T
aq, l a0,

Przy tym H(q,p,t) oraz H(Q,P) potgczone sg nieznanym jeszcze przeksztatceniem, ktérego postac trzeba
wyznaczyc¢

H=H(q, pt)>H=H(Q,P,t)
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Zasada wariacyjna, prowadzgca do rownan Hamiltona, jest spetniona w starych i nowych zmiennych

5;|:iP1QI —H(q,p,t)} dt =0, 5611(%): 5‘11(t1):0,

4 f

5| . (na —eg)—<H<q,p,z)—H<Q,P,z»} dr=0

~
Il
—

of| £ ro-H(.pa) =0, 800,)=00(1)=0

5pl(to)=5pl(t1)=(),

S (ty)= A1) =0

J

Powyzszy zwigzek jest spetniony tozsamosciowo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego uktadu funkcji p,(t),

q(t), P(t), Q(t), zachodzi tozsamosé

y - . dD
Z(plcb _PlQl)_(H(q’pat)_H(Q,P,t))Zdt, (I):

=1

f
& (pdq,—PdQ,)-H(q, p.t)— H(Q, P.1)}it = dd

dowolna funkcja
cI)(Q, P, t) rozniczkowalna (Q, P.t)
— funkcja tworzaca
przeksztatcenia
kanonicznego

‘\ Warunek dostateczny, by

transformacja od starych

A
Dowod: 5I {Z (p,q, - PO,)-(H(g, p,t)-H(O, P,t))} dt = (q.p.t) do nowych (Q,Pt)

Ldd @ P dsb A A o) oD
=0|—dt=|—dt=6b ' = — +—OP
jdt dt L ;[E)Ql 0 OP, ZJ

zmiennych zachowywata
posta¢ réwnan Hamiltona,
h okresla réwniez sposob
=0 transformacji hamiltonianu

ly
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Przeksztatcajgc warunek kanonicznosci (zapisujgc lewg strone jako funkcje nowych zmiennych (Q,Pf))

S (p,dq, - PdQ,)-[H (g, p.t) - H(0.P.)Ht =dd (¥

=1

L[ dg dq dq
dg, = L do, + 2 gp |+ 2L gy
4= 2| 50, %% 3p j or

dt

dP =) | —dQ,+ 5dP ey

otrzymujemy, ze transformacja jest kanoniczna, jesli sg spetnione zwigzki

I (9d oD jE)CD

L 9 od
Zpkﬁ_l)l:@, pk:pk(Q,P,t), qk:qk(Q,P,t)
k=1 / )
od
Zp" aP aP
H ' 9g, 0D
H(0Q,P.t)=H(q(0, P.t), p(0, P,1)1)- Y p, ZF +
T =1 ot ot

Ta reguta okresla sposoéb transformacji hamiltonianu. Jezeli hamiltonian zostanie przeksztatcony
w powyzszy sposbb, rownania Hamiltona w nowych zmiennych (Q,P.f) bedg miaty takg samg
postac¢ jak w starych zmiennych (q,p,1)
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Transformacje (przeksztatcenia) kanoniczne

Réwnania Hamiltona sg niezmiennicze wzgledem przeksztatcenia kanonicznego ze starych (g,p,t) do
nowych (Q,Pt) zmiennych, jezeli rbwnoczesnie hamiltonian transformujemy tak, by byt spetniony warunek

S (pda, ~ PdQ,)-[H g, p.t)— H(Q. P.o)|dt = db(Q. P.1)| ()

[=1

Warunek powyzszy mozna zapisac¢ przy pomocy dowolnych dwoch sposrod czterech zestawdw zmiennych p, g,
P, Q, na przyktad

f L f
()= Y (p,dg, - BdQ,)-|H(q, p,t) - H(Q, P,0)ldi +d PQ, =

f

: Z(pld% +QldPl)—[H(q,p,t)—ﬁ(Q,P,t)]dl‘ :d|VCI)(Q,P,t)+liP,Q,—|

[=1

I

Przy odpowiednich zatozeniach co do odwracalnosci transformacji wyrazenia po prawej stronie powyzszych
warunkéw mozna zapisac jako funkcje tych samych zmiennych, ktére wystepujg po stronie lewej.

9, /0P| #0=> B, =P(q.0.1). W(q.0.t)=®(Q.P(q.0.1).1).

funkcje tworzace
przeksztatcenia
kanonicznego

f
0g,/00|#£0=0,=0,(q.P.1), S(g,P.,t)=> PO,(q.P.,1)+P(Qlg,P,1).P,1),

S (p,da, - PdQ,)~[H(q. p.t)~ H(Q. P.t)| di = aW(q.0.1)

[=1

Z(Pzd% +dePl)_[H(Q’P’t)_E(QaP’t)]dt =dS(q,P,t)

[=]

f
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Mozna pokazacé, ze rézniczki dp,, dq,, dP, dQ, sa dowolne,wiec

_Wlg.0.1) P __Wlg.0.1) [=12,..., f iniech
dgq, 90,

— ow
H(QaP,Z):H(q,P,t)‘F?

oW
dq,90,

D

=0

Mozna powyzsze réwnania rozwigzac¢ wzgledem p, q, otrzymujgc transformacje kanoniczng i hamiltonian

Wzgled kich
9, :%(Q,P,t), P, =pl(Q,P,t), zgledem takic

transformaciji rownania
_ oW Pt),0.t) H.amilt.ona.sa .
H(Q,P,t)=H(q(Q,P,t), p(Q,P,t),t)+ (Q(Qat )0.1) E;e;riﬂgenrzgfze,one

Podobnie transformujerpy W
podany sposgb

0S(q, P,t) 0 - 0S(q, P,1)
dq, - of,

0°S
anaPl

P = , [=12,..., f iniech #0

E(Q,P,Z)=H(q,p,t)+%—f —
q :%(Q,Pat)a P ZPI(Q,P,I),

H(Q.P.t)=H(q(Q,P.t), p(Q, P,t),1)+ aS(Q(Q’aI;’Z)’PJ)

Przeksztalcenia kanoniczne
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Rozszerzona transformacja punktowa

Niech |dg,/0Q,|#0

:ql(Q t)
ZP an, [=12,....f
k=1 aql

Taka transformacja jest kanoniczna, z funkcja tworzaca'

S(g,P,t) ZPQ, q,t)

Rozszerzone transformacje punktowe sg transformaCJaml kanonicznymi, ale nie wszystkie transformacje
kanoniczne mozna zapisac jako rozszerzone transformacje punktowe
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Witasnhosci przeksztatcen kanonicznych

Przeksztatcenia kanoniczne tworzg grupe przeksztatcen w przestrzeni fazowej, tzn.
*Przeksztatcenie tozsamosciowe jest przeksztatceniem kanonicznym

*Superpozycja dwoch przeksztatcen kanonicznych jest przeksztatceniem kanonicznym
*Transformacja odwrotna do przeksztatcenia kanonicznego jest przeksztatceniem
kanonicznym

Nawiasy Poissona sg niezmiennikami przeksztatcen kanonicznych

(F,G)= (F,G),

f
wdzic (F.G)= (BFBG_BFBG

=1\ 9q, dp, 9p, g,
G =3[ 3G _9FIG) F= F(Q.P,1)=F(q(Q.P.1), p(Q.P.1).1)
90, 0F, 9P, 00, ) G=G(Q,P,t)=G(q(Q,P.t). p(Q,P1)1)

Whiosek: Warunkiem dostatecznym kanonicznosci przeksztatcenia sg zwigzki:

(0,.0,)=(P,R)=0, (Q.P)=6,,. 0 =0lqp.1)P=Plgpt) Lk=12,...f

j, F=F(q,p,t), G=Glq,p.t)

=1

Kazde dwa zespoty zmiennych kanonicznych, opisujgce dwa stany, ktére uktad przyjmuje
podczas swego ruchu, sg powigzane przeksztatceniem kanonicznym (czyli ruch uktadu w
przestrzeni fazowej mozna uwazac za pewne przeksztatcenie kanoniczne)
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Dowdd: Wykazmy najpierw prawdziwos¢ wzordw pomocniczych

an _ apl an _ a% an

2

o (H - H)

dq, OF,  dp, oF, - oo oF,

oF, dp, OF, _dq,  OF, J (*
k= L - , = H-H)
oq 90" 9p, 00, o 90,

Zeseriozkuimy po czasiey 300k, 00, 1 00 - p Z *q L P 4
wzory transformacyjne ~* & 9, ! p, : at’ ! op, Yoo

Z tozsamosci H(Q, P,t) = H(q, p,t)+ H(Q, P,t)—H(q, p,t ):>
oH _<-(9H 9q,  oH apl] d OH (BH dq, OH op J d .
= +—(H-H) = L4 L \+— (H-H
oP, Z(Bq, oP, apl oP. | oP, 00, <\ dg, 90, 9p, 90, | 90, )

Odejmujemy stronami i poniewaz w obu zestawach zmiennych obowigzujg rown. Hamiltona, mamy:

A
ZK aH] 00, , oH (an op, j{f% X BHJ 90, oH (an . % j X
=1 a% apl a% aPk a% apz a% apz aPk
/
+an _ a (H—H)IZ aH an _apl _aH an +aql +an . 8 (H—H)
ot  Jb, | dp,\ dq, OB, ) odg,\ dp, OPF, dt  JPF,

Poniewaz rozwazamy dowolng funkcje H, zaznaczone wyrazy muszg by¢ réwne zeru, wiec
otrzymujemy pierwszy zestaw réwnan. Podobnie dowodzimy drugiego.
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Na podstawie wykazanych wzoréw stwierdzamy, ze

L(0Q, oP, 0Q 9 (00, o 00, d 0
(Qm’Pn):Z( Q, oF, d0, Pnj:ZK Q, 9g, n Q, pl]_ Qm:5

a% apz apz a% a% aQn apz aQn _aQn o

(0,.0,)=(P,.P,)=0

' \(oF 0G OF oG
Stad (F,G)= _ —
(F.G) ;(a% dp, Ip, a%j

Zfl( oF 9Q,  OF aPm]Zf:[ oG 3Q, . 3G E)Pn]_
| m=1 an aql aPm aql aQn apz aPn apl

oF 90,  OF apmliﬂ 9G 90, G aPn”

=1 =1

n=l1

Mx EM\

i\00,, dp, IP, dp, 00, dq, dF, dq,

' | oF oG oF oG oF 90G
, P P,

i JF dG _JF dG _(F.G)
~\ 90 0P, OP, 00, ’

3
[

n=1

oF 9G (p p)

(Qm’Qn)+aPm aPn




