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Rozpatrujemy ruch uktadu n punktéw z dodatkowymi ograniczeniami ruchu w postaci wiezow
wiezy dwustronne fim, 7, 7t)=0, k=12,...,p

lub wiezy jednostronne felBo Py FLE)<0, k=12, p

Wiezy holonomiczne - jezeli dane sg przy pomocy rownan lub nierownosci
Wiezy reonomiczne - jesli w rownaniach wiezow wystepuje jawnie czas
Wiezy skleronomiczne - jesli w rownaniach wiezéw czas nie wystepuje jawnie

Rownania Newtona dla punktu swobodnego mozna przepisa¢ w nastepujgcej postaci
mit = F < (F —m#*)or =0, &F = &i + 6))f + &k — dowolny wektor

W przypadku ruchu punktu materialnego po powierzchni pojawiajg sie sity reakcji wiezow,
prostopadte do powierzchni.

mi =F+F,,
F, = Agradf, f = f(x,y,z), A =const

Powyzsze rownania Newtona mozna przepisa¢ w nastepujgcej postaci (zasada d’Alemberta dla
punktu materialnego poruszajacego sie po powierzchni).

(F = m#t o7 = (X = mx)dx + (Y = my)oy + (Z — m)o = 0,
f(7,1)=0

gdzie or jest dowolnym wektorem spet warunek

gradf - or f5x+ f§y+ fdz 0

 ox 0z
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Mozna rowniez wykazacé, ze z zasady d’Alemberta wynikajg rownania Newtona. Postugujemy
sie w tym celu metodg mnoznikéw Lagrange’a.

(F + 4 gradf —m# )5 = 0

\ mnoznik Lagrange’a

(X+/laf—mxjé}c+(Y+/18f—mj}j5y+(2+ﬂaf—m2jéz:0
Ox oy 0z

Z tego rownania mozna wyznaczyc¢ np. ox w funkcji oy, 6z. Wowczas oy, oz sg dowolne, a ox -
wyznaczone. Dobierzmy statg A tak, aby zachodzito

X+/Iaf mx =0

Ox
— Y+/1g—my @/+(Z+/I@—mzjé'z 0
oy 0
Stad, poniewaz oy, oz sg dowolne, wynika
Y+ A1— d —my =0
oy
Z+ A J —mz =0

Oz
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Podobnie mozna wykazac, ze zasada d’Alemberta dla punktu materialnego poruszajacego
sie po krzywej ma postac

(F = mi o7 = (X = mit e + (Y = mp)oy + (Z — m)k =0,
A(7.1)=0, f,(7.1)=0
gdzie or jest dowolnym wektorem spet warunki

gradﬁ-ﬁf’:%é}c-l—@fl oy + il oz =0,
x Oz

gradfz-ﬁz%é‘anafz @/Jrafz z=0

X
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Przestrzen konfiguracyjna dla uktadu n punktéw materialnych

(xl.,yl.,z.)—> (...,x3i_2,x3i_1,x3i,...), i=12,...,n

(X.,Y.Z)—> (., X\, X5 . Xyoon), i=12,..,m

m, —my ,=m,_ =my, i=L2,...,n

j=12,....3n

Potozenie uktadu n punktow w przestrzeni konfiguracyjnej dane jest wektorem 3n-wymiarowym
X = (xl,xz,...,x3n)

Rdéwnanie hiperpowierzchni wiezéw dla uktadu z 3n-p stopniami swobody

£.(x,6)=0, k=12,...,p<3n

Przesuniecie wirtualne zgodne z winami - dowolny wektor 3n-wymiarowy, spetn. warunek:

—

m.r, :Fi,z=1,2,...n—>mjxj =X,

& = (,, &, ,...,0,,) takize Z 9. o, =0,k=12,...,p

J=1 x
Roéwnania ruchu w przestrzeni konfiguracyjnej
mjjéj =X, +Xp, J =1,2,...,3n

filx,t)=0, k=12,...,p
Suma prac sit reakcyjnych na dowolnych przesunieciach wirtualnych zgodnych z wiezami znika,
gdy nie wystepujg sity tarcia lub sity tarcia wigczamy do sit zewnetrznych
3n a 3n
P i &, =0=> X, 6, =0, k=L2..,p
j:

7 Ox;
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Zasada d’Alemberta dla uktadu n punktéw materialnych nieswobodnych
3n

Z(Xj _mj’.éj)éxj =0

j=1

filx,)=0, k=12,...p
gdzie

3n

Z%&X}.:O, k:1,2,...,p
750X

Zasada Lagrange’a (zasada prac wirtualnych)

W stanie rbwnowagi praca sit zewnetrznych na przesunieciach wirtualnych wynosi zero

3n
X,=0,j=12,..31=% =0=>84=) X 6, =0

J
j=1

fk(X,t)ZO, k=12,...,p
gdzie

3n

Z%&j =0, k=12,...,p

pgels
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Z zasady d’Alemberta

Z X, +Zﬁ %—mx ox; =0
J=1 \ J
mnozniki Lagrange’a

Niezaleznos¢ funkciji Wéwczas p sposréd 3n

fi I=12p _ sktadowych 5Xj mozna
definiujacych wiezy, wyznaczy¢ z rownan
gwarantuje
istnienie niezerowego 3n 5
podwyznacznika Z fké‘xj =0,
rzedu p macierzy p x 3n = axj

of, of, k=12,....p

a?cl . 6x3n

of, o,
I Ox, OX;, ]

Np. jesli

I o4

ox, ox
o . #0

)

Ox, Oox,

to sktadowe

ox., j=12,...,p

] b
mozna wyrazic przez

o, j=p+l,p+2,..

Zasada d’Alemberta i rbwnania Lagrange’a | rodzaju

,3n
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Uwazamy 5xj,j =1,2,..., p zaznaneidobieramy A,k =1,2,...,p

tak, aby zachodzito
% ) .

X. +Z/I -m;x; =0, j=L2,....,p
Wowczas z zasady d’Alemberta wynika

3n a

Z X. +Zﬂ i—m X, jox, =0
Jj=p+l

ox;,J = p+1,p—|—2,...,3n sg dowolne

w szczegolnosci mozna je dobra¢ jako Ox; =90,,j=p+1,p+2,...,3n

Stad dla kazdego j wynika

p
m@=x+24géi=uwﬁn
_ X

1 , . .
Roéwnania Lagrange’a | rodzaju

fk (xl,xz,.. .,x3n,t) = 0, k = 1,2,. ..» P | dla uktadu n punktéw materialnych




