Mechanika. Wyktad IX. Przeksztatcenia kanoniczne

Wyktad X

* Rownania Hamiltona-Jacobiego.



Mechanika. Wykitad X. Réwnanie Hamiltona - Jacobiego

Rownanie Hamiltona-Jacobiego stanowi pewng metode catkowania rownan Hamiltona, poprzez
sprowadzenie uktadu 2f rownan rézniczkowych zwyczajnych do réwnania czgstkowego

Niech transformacja kanoniczna prowadzi do zmiennych, z ktérych zadna nie wystepuje
w funkcji Hamiltona; niech np. hamiltonian w nowych
zwmiennych bedzie tozsamosciowo rowny zeru

9,=4,0.P,t) -

1=12,....f H(Q,P,t)=0

P =pl(Q,P,l‘)

Roéwnania Hamiltona w nowych zmiennych dajg wowczas od razu ruch fazowy uktadu

=Cconst =«
1=12,...,f LY T —
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state catkowania

Wstawiajgc powyzsze rozwigzania do wzordw definiujgcych transformacje kanoniczna,
otrzymujemy ruch fazowy uktadu w zmiennych q, p w zaleznosci od 2f statych dowolnych
o, B, 1=1,2,....f

q qu(a,ﬂ,t)
P :pl(aaﬁat)

State dowolne wyznaczamy z warunkow poczatkowych

ql(a7189t0):qm7 pz(aaﬁato):pzoa 121,2,...,f

1=12,.... f
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Problem catkowania rownan Hamiltona sprowadza sie wiec do znalezienia transformaciji
kanonicznej, prowadzgcej do zmiennych nie wystepujgcych w funkcji Hamiltona.

Niech transformacja kanoniczna dana bedzie wzorem

2
P = aS(q’P’t), O = 8S(q,P,t), [=12,...,f gdzie a # 0
aq, oy 0q,0F,
wowczas
oS\q, Bt oSlqg, Bt
O=a,5=0=p= (QIB ), a, = (Qﬂ ), [=12,....f

oq, op,

Rozwigzujac powyzsze rownania wzgledem q, p dostajemy ruch fazowy uktadu

q, :%(angat)
P :pl(aaﬁat)

Zauwazmy ze funkcja Hamiltona transformuje sie wedtug wzoru

oS\q, P,t
H(q,p,t)+ (qﬁ )=O
t
Wstawiajgc w miejsce peddw uogolnionych ich definicje przy pomocy funkcji tworzgcej
transformacji kanonicznej, otrzymujemy

oS oS oS oS

H q19q29°°°9quaaqlaaq29”°aaqfat +(’9t:O Roéownanie Hamiltona - Jacobiego

[=12,....f
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Rozwigzanie, zalezne od statych dowolnych, w liczbie rownej liczbie zmiennych niezaleznych,
nazywa sie catka zupetng réwnania Hamiltona - Jacobiego.

Zmiennymi niezaleznymi sg q4, qo, ..., 95 t, wiec bedzie f+1 statych dowolnych.

Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego zawiera tylko pochodne funkcji S, wiec funkcje S mozna
wyznaczy¢ tylko z doktadnoscig do statej addytywnej. Stad wynika, ze jedna ze statych
dowolnych bedzie statg addytywna.

Catka zupetna rownania Hamiltona - Jacobiego ma postacé

S:E(ql’q27'"7Qf718171829"'9,8f9t)+cg
By Po, -, P C - state dowolne
oS FEKY
0 |———|#
0q,0F 0q,0p,

Z zatozenia

Pokazalismy, ze funkcja tworzgca transformacji kanonicznej, prowadzacej do zmiennych nie
wystepujagcych w funkcji Hamiltona, spetnia rownanie Hamiltona-Jacobiego.

Mozna udowodni¢ (twierdzenie Hamiltona - Jacobiego) ze catka zupetna rownania Hamiltona -
Jacobiego jest funkcjg tworzgcg odpowiedniego przeksztatcenia kanonicznego.
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Twierdzenie Jacobiego
Zwiazki
oS oS

:7, al:7’
oq, op,
S =8(GusGar s s B Boseros By )+ C

jest catka zupetng rownania Hamiltona-Jacobiego, zas o, | = 1,2,...,f s stalymi dowolnymi,
wyznaczanymi z warunkow poczatkowych

ql(a?IB?tO):qm? pl(aaﬂato):pma 121,2,...,f

przedstawiaja w formie uwiklanej rozwigzanie rownan kanonicznych Hamiltona.

W oparciu o twierdzenie Jacobiego rozwigzywanie problemow mechanicznych sprowadza sie do
znajdowania catki zupetnej rownania Hamiltona - Jacobiego.

Wstawiajac jg do (*) i rozwigzujgc ten uktad wzgledem q, p otrzymujemy ruch fazowy uktadu
punktow materialnych w zaleznosci od 2f statych dowolnych, ktére wyznaczamy z warunkéw
poczatkowych.

Dla wyznaczenia ruchu w przestrzeni konfiguracyjnej wystarcza tylko drugi zestaw rownan (*)

P [=12,....f (*)  wktorych

Dowdd polega na wykazaniu, ze funkcje

q, :ql(aaﬂat)ﬂ P :pl(aaﬂat)a 121929°”9f

powstajgce z rozwiktania wzgledem q, p zwigzkow (*) spetniajg przy dowolnych «, S réwnania
Hamiltona
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Wstawiamy do rownania Hamiltona-Jacobiego jego catke zupetng i rozniczkujemy stronami po q,,
L, 1=12,...f

(0H L oH 0°S LS
+y
ol 0Sa.p.r) \, oSla.p.r) _, _ Jéa, 1= op, 04,04, " oger
q, 1|+ =0=4 7, 5 5
oq ot 3 OH 0'S 9’ _
o1 Op, Op,0q, 6ﬂzat
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Separacja zmiennych nie wystepujacych w funkcji Hamiltona
Separacja czasu

: H L
Niech 8— =0= H =const = E np. gdy potencjat nie zalezy od czasu
t

Rownanie Hamiltona-Jacobiego przyjmuje postacé

oS as as}as_

, yeees 0
oq, 0q, aq ot

H(%a%a---a%f:

dq, 04, an
Rozwigzanie (*) zalezy od f statych dowolnych £,, fs,....5, C (gdzie C jest statg addytwyna)

S, :So(ql,qz,...,qf,E,,BZ,...,,Bf)+C:> S =So(ql,qz,...,qf,E,,Bz,...,,Bf)—Et+C,
Wprowadzajac statg g, i podstawiajac za E pewng okreslong funkcje Sy, fs,..., [, otrzymujemy

E=E(B.Bor )= S=5,(0142r s Bs Boreon B, )= E(Bos Boren B, )1+ C

Wprowadzajgc oznaczenia otrzymujemy ruch uktadu z rownan

~ oS
SO:SO(ql’qZ""9qf7ﬂl’ﬂ2"”’ﬂf)+C pz:a—qo
_E(B. B B,) N Lo I=12,..,f

@, Y Wi+, =—2 Ostatnie frownosci daje ruch w
! 0f,  przestrzeni konfiguracyjnej

oS, 0S oS
PodstawiamyS:So(ql,qz,...,qf)—Et:H[ql,qz,...,qf, 0 o OJZE (*)
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Separacja zmiennych nie wystepujacych w funkcji Hamiltona
Separacja wspoétrzednych cyklicznych

Niech aﬂ =0 W tym przypadku dokonujemy podstawienia
aq,

S=Sl(qpqz,---,qr_pqm,---,qf)+ﬂrqr:>
Rownanie Hamiltona-Jacobiego przyjmuje postacé
0s, 0s, 0, 5 0s, S, oS,
dq, 0q, 0q,, ' 04, oq ot

Catka zupetna rownania Hamiltona-Jacobiego przyjmuje postac

5 = ’51(%,%,---,%_1,%“,-.-,qf,ﬂpﬂza---,ﬂr,-.-,ﬂf,t)+ p.q.+C

Ruch ukfadu otrzymujemy wiec z réwnan

H| q1,G55-39,15G,115-59 7>

-
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oS, o [ #
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Separacja zmiennych nie wystepujacych w funkcji Hamiltona
Zmienne separowalne

W réwnaniu Hamiltona-Jacobiego zmienne sg separowalne, jezeli catka zupetna ma postac

5,-350a)

Np. w rownaniu Hamiltona-Jacobiego postaci

zmienne sg separowalne, o czym mozna sie przekonac, dokonujgc podstawienia (*)

L oS
Z Hl QI ” L= E
= 0

q,

Rownanie Hamiltona Jacobiego rozpada sie na uktad f rownan

oS / _
Hl[ql,a’j =E,l1=12,....f,Y E,=E=S, =S5.(q,,8)+C,,1=12,....f =
=1

q,

Catka zupetna rownania Hamiltona Jacobiego jest sumag f catek zupetnych powyzszych réwnan

s /
S():ZSI(%aIBI)"'Ca ZCI+CO=C
[=1 I=1



