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1.1.

Streszczenie

Omoéwione w tej pracy, podejScie do modelowania sieci ztozonych wykorzy-
stujace wyktadnicze grafy przypadkowe umozliwia tworzenie sieci o dowol-
nych (z géry ustalonych) wtasnosciach strukturalnych. W grafach tych, wspo-
mniane wlasnosci strukturalne sa w prosty sposob okreslone przez podanie tzw.
hamiltonianu sieci. W tej pracy przedstawiono teoretyczne podstawy modelu,
oraz trzy podstawowe przyklady zastosowania wyktadniczych graféw przypad-
kowych: i. do badania klasycznych graféw przypadkowych, ii. w analizie sieci
o zadanym rozktadzie stopni weztéw, oraz iii. do tworzenia modeli sieci o struk-
turze blokowej. Z mysla o tych czytelnikach, ktérzy podejscie wyktadniczych
graféw przypadkowych chcieliby wykorzysta¢ w swoich badaniach naukowych,
w pracy umieszczono obszerny rozdzial poS§wigcony symulacjom numerycznym
Monte Carlo, w ktérym omdéwiono algorytm Metropolis i jego wykorzystanie do
badania wyktadniczych graféw przypadkowych.

Wprowadzenie - modele sieci ztozonych

W ostatniej dekadzie badania sieci ztozonych staty si¢ jednym z najciekawszych przy-
ktadéw interdyscyplinarnych zastosowan matematyki dyskretnej i fizyki statystycz-
nej [1-4]. Zbudowane z setek, tysigcy, a nawet milionéw elementéw, petniacych r6z-

norakie funkcje, powiazanych w skomplikowany, a jednak precyzyjny sposob, sieci °,

1

'W tej pracy, pojecia graf i sieé s uzywane zamiennie, tak samo, jak w wigkszosci ksigzek i prac
naukowych po§wigconych sieciom ztozonym.
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ktére rosna, dopasowuja si¢ do zmian otoczenia, optymalizuja swoje dziatanie, opano-
waty wyobrazni¢ naukowcow z wielu dziedzin. Jedna z przyczyn, dla ktérych bada-
nia nad sieciami rzeczywistymi (komputerowymi, genetycznymi, spotecznymi, eko-
nomicznymi etc.) staly si¢ tak atrakcyjne, byto odkrycie tego, ze mimo funkcjonalnej
r6znorodnosci wymienione uktady maja wiele wspélnych cech. I chociaz sposréd tych
cech najbardziej spektakularny byt odkryty przez A.-L. Barabasiego i R. Albert, opi-
sany w magazynie Science [5], wspdlny wielu sieciom, potggowy (bezskalowy) roz-
ktad stopni wierzchotkéw, dzisiaj wiadomo, ze prawa potggowe pojawiaja si¢ w nauce
o sieciach ztozonych niemal na kazdym kroku 2.

Wszechobecno$¢ praw potggowych w sieciach rzeczywistych, jak réwniez ich
znaczenie dla tych uktadéw starano si¢ zrozumiec tworzac teoretyczne modele sieci.
W wielu przypadkach, postugujac si¢ uproszczonymi modelami, pokazano, ze struktu-
ra sieci i jej funkcjonalno$¢ sa ze soba §cisle powigzane. W ten sposéb, modele, obok
analizy sieci rzeczywistych, staly si¢ jednym z giéwnych filaréw, na ktérych opiera
si¢ nauka o sieciach zlozonych.

Oczywiscie, istnieje wiele réznych modeli sieci ztozonych. Najbardziej naturalng
klasyfikacja tych modeli jest ich podziat na sieci deterministyczne i przypadkowe 3.
Do sieci przypadkowych zaliczamy te wszystkie sieci rzeczywiste i ich modele teo-
retyczne, ktérych ewolucja lub procedura konstrukcyjna dopuszcza pewien czynnik
losowosci. Z formalnego punktu widzenia oznacza to, ze méwiac o jakim$ modelu sie-
ci przypadkowej, nie powinni§my mie¢ na mysli Zadnej konkretnej sieci, tylko zbior
réznych sieci, ktérego elementy maja rézne prawdopodobiefistwa realizacji. Ta cecha
sieci przypadkowych, w sposéb istotny odrdznia je od sieci deterministycznych, kt6-
rych procedury konstrukcyjne nie dopuszczaja zadnej losowosci.

W tej pracy oméwione zostana tzw. wyktadnicze grafy przypadkowe 4. Rozwaza-
nia teoretyczne na temat wykladniczych graféw przypadkowych zostang zilustrowane
przyktadami sieci o r6znych wiasnosciach strukturalnych. W szczegélnosci, oméwio-
ne zostang sieci o zadanej Sredniej liczbie krawedzi, ktére sa réwnowazne klasycznym

20précz wspomnianych rozktadéw stopni weztéw, prawa potggowe opisuja réwniez takie cechy
sieci rzeczywistych jak: rozktady wag potaczen oraz sit weztéw [6], zaleznos$¢ lokalnego wspétczynnika
gronowania od stopnia wezta [7], a nawet samopodobny [9] i blokowy charakter sieci [8].

3Przyktadem rzeczywistej sieci deterministycznej jest przypominajacy regularng siatke uktad ulic
na nowojorskim Manhattanie. Nazwy ulic: ... East 46th, East 47th, ..., dobitnie wskazuja, ze kto$ to
wszystko zaplanowat. Zupetnie inny charakter ma uktad ulic gdarskiej staréwki. Uliczki maja rézna
dhugosé, przecinaja si¢ pod réznymi katami, sugerujac, ze uktad ulic powstawal w sposéb mniej lub
bardziej przypadkowy.

4Obszerne opracowanie na temat wyktadniczych graféw przypadkowych mozna znalez¢é w ksiazce
autorstwa M.E.J. Newmana [1] oraz w pracach [10, 11]. Uwadze czytelnika, ktéry chciatby zapoznac si¢
szerzej z omawiang tematyka polecamy réwniez prace P.W. Hollanda i S. Leinhardta [12] oraz J.E. Be-
saga [13], w ktérych idea wykladniczych graféw przypadkowych pojawila si¢ po raz pierwszy, a takze
prace O. Franka i D. Straussa [14, 15], ktére w znaczacy sposéb przyczynity si¢ do rozwinigcia i upo-
wszechnienia formalizmu wyktadniczych graféw przypadkowych.
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grafom przypadkowym P. Erdosa i A. Rényi [18, 19], sieci o ustalonej sekwencji stop-
ni wezléw [20] oraz sieci o strukturze modutowej [21]. Na koniec, oméwiona zosta-
nie metoda Monte Carlo umozliwiajaca symulacje numeryczne wyktadniczych graféw
przypadkowych.

1.2. Wykladnicze grafy przypadkowe

1.2.1. Definicja modelu - zasada maksymalnej entropii

W badaniach sieci rzeczywistych duzym problemem jest to, ze (zazwyczaj) istnie-
je tylko jedna realizacja (kopia) interesujacej nas sieci. I tak, jest tylko jeden Inter-
net, jedna sie¢ WWW, jedna sie¢ migdzynarodowej wymiany handlowej. Dysponujac
danymi dotyczacymi struktury potaczen w takich pojedynczych sieciach (np. znajac
ich macierze sasiedztwa) mozemy oczywiscie wyznaczy¢ podstawowe charakterysty-
ki strukturalne. Mozemy, na przyklad, obliczy¢ Sredni stopieni wezta, Srednig odlegtosé
migedzy dowolna para weztéw, wspétczynnik gronowania sieci > itd. Mozemy nawet
wyznaczy¢ rozktad stopni weztow w tych sieciach. Dysponujac informacjami nt. poje-
dynczej sieci nie mozemy jednak odgadnac¢ regut rzadzacych jej ewolucja, by p6Zniej
wykorzystaé te reguty do stworzenia modelu sieci. Nie mozemy réwniez stwierdzic,
ktére cechy sa, potocznie méwiac, wazniejsze od innych, ktére cechy determinuja po-
zostate. W takich wlasnie sytuacjach doskonale sprawdza si¢ model wyktadniczych
graféw przypadkowych, ktéry pozwala utworzy¢ sieci o dowolnych (tj. z gory usta-
lonych) cechach strukturalnych bez wnikania w mechanizmy warunkujace powstawa-
nie sieci rzeczywistych o podobnych witasnosciach. Ponadto, dysponujac sieciami o
zadanych cechach, mozna zbada¢, jak te cechy wplywaja na inne (strukturalne lub
dynamiczne) wlasnosci badanych uktadéw.

W modelu wyktadniczych graféw przypadkowych wykorzystuje si¢ idee zespotéw
statystycznych. W odniesieniu do sieci przypadkowych, pojecie zespotu statystyczne-
go oznacza zbidr sieci, G = {G} (np. zbiér wszystkich graféw prostych o ustalone;j
liczbie wierzchotkéw, N), w ktérym kazda sie¢ ma okre§lone prawdopodobiefistwo
realizacji, P(G). W wyktadniczych grafach przypadkowych prawdopodobieristwo to
jest opisane funkcja wyktadnicza ©,

P(G) « @, (1.1)

SWsp6tczynnik gronowania, C;, pewnego wezta i wyraza prawdopodobieristwo, ze najblizsi sasiedzi
tego wezta wzgledem siebie sa rowniez najblizszymi sasiadami. Z tego opisu wynika, ze wspéiczynnik
gronowania jest réowny: C; = E;/ (1‘2'), gdzie E; jest liczba potaczen migdzy najblizszymi sasiadami wezta
i, k; jest stopniem tego wezla, zas (';’) opisuje liczbe wszystkich potaczefi, ktére moglyby istnie¢ migdzy
jego sasiadami (zob. rozdz. 2. Wiasnosci sieci rzeczywistych w [3]).

6Stad tez pochodzi nazwa modelu: wyktadnicze grafy przypadkowe (ang. exponential random gra-
phs).
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gdzie H(G) jest tak zwanym strukturalnym hamiltonianem zespotu. Wyktadnicza po-
staé rozktadu prawdopodobieristwa P(G) nie jest przypadkowa. W dalszej czgSci tego
podrozdziatu pokazemy, ze taka postaé prawdopodobienstwa maksymalizuje entro-
pig [22, 23] zespotu sieci przypadkowych,

S(P(G) == ) PG InP@G), (12)

GeGg

przy okreslonych wigzach, reprezentujacych, na przyktad, okreslone cechy struktural-
ne sieci, ktére to wigzy znajduja odzwierciedlenie w hamiltonianie zespotu. Innymi
stowy, wykladnicze grafy przypadkowe to najbardziej losowe sposrdd sieci o zada-
nych wilasnosciach.

Niech zatem G oznacza zbiér mozliwych realizacji badanych sieci przypadko-
wych, zas P(G) niech bedzie prawdopodobienstwem pewnego grafu z tego zbioru,
G € G. ChcielibySmy wybra¢ P(G) w taki sposéb, by wartoSci oczekiwane pewnych,

wybranych a’priori, strukturalnych parametréw sieci , np.

{(xi(G)} = x1(G), 2(G), ..., x,(G), (1.3)

gdzie r jest liczbg tych parametrow, miaty okreslone wartosci, tzn. by byty odpowied-
nio réwne:

i} = x5, X (1.4)

Powyzsze warunki (wigzy) mozna zapisaé w postaci réwnan:

Victor ()= ) x(GPG) = x]. (1.5)

GeG

Zgodnie z zasada maksymalnej entropii [22, 23], szukany rozktad P(G) powi-
nien maksymalizowaé wyrazenie (1.2), przy warunkach (1.5) oraz przy warunku unor-
mowania rozktadu. W celu znalezienia takiego rozktadu mozna postuzy¢ si¢ metoda
mnoznikéw Lagrange’a. Wprowadzajac mnozniki, {6;} = 01, 0,, .. .60, odpowiadajace
narzuconym na rozklad wigzom oraz mnoznik @ odpowiadajacy warunkowi unormo-
wania rozktadu, mozna pokazaé, ze maksymalng warto$¢ entropii uzyskuje si¢ dla
rozktadu spetniajacego ponizsza zaleznos¢:

[1—ZP(G)] Z [ in(G)P(G)]

GeG =1 GeGg

0

BP(G) =0, (1.6)

"Takimi parametrami moga by¢, na przyktad, liczba krawedzi w sieci, E(G), Srednia droga migdzy
dowolna para weziéw, [(G), liczba tréjkatow (tj. cykli o dtugosci 3), T'(G), itd.
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ktéra mozna przedstawi¢ w uproszczonej postaci,

“InPG)—1+a+ Z 0:x:(G) = 0, (1.7)
i=1

z ktérej uzyskujemy wykladniczy rozktad prawdopodobienistwa (por. (1.1))

£H(G)
PG) = 1.8
@) =— (1.8)
W wyrazeniu (1.8) funkcja
H(G) = ) 6xi(G) (19)
i=1

jest hamiltonianem zespotu spetniajacego wiezy postaci (1.5), za$

“= ) MO (1.10)

GeGg

nosi nazwe sumy statystycznej, ktora mozna wyznaczy¢ z warunku unormowania roz-
ktadu, 3 geg P(G) = 1.

1.2.2. Srednie po zespole i fluktuacje

Znajac rozktad prawdopodobienstwa, P(G), okreslony na zbiorze G mozna wyznaczy¢
warto$ci oczekiwane réznych parametréw strukturalnych badanych sieci. Na przyktad,
w zespole wyktadniczych graféw przypadkowych o hamiltonianie (1.9), warto$¢ ocze-
kiwana parametru y bedzie wynosita:

1
0= ) WOPG) = - 3 G, (1.11)

GeG Geg

Wyrazenie to pozwala uzyskaé najlepsze oszacowanie dla warto$ci parametru y w sie-
ciach, w ktérych pewne wiasnosci strukturalne sa znane, tzn. takich sieciach, ktére
spetniaja réwnania wiezéw (1.5). W szczegdlnosci, korzystajac z wyrazenia (1.11)
mozemy oszacowaé strukturalne wilasnosci sieci rzeczywistych, o ktérych mamy nie-
petna informacje, w postaci, np. znanego rozktadu stopni wierzchotkéw.

Korzystajac z zaleznosci (1.11) mozna réwniez otrzymaé wyrazenia opisujace,
w jaki sposéb oczekiwane warto$ci podstawowych parametréw definiujacych badany
zespot 8 zaleza od wartosci sprzezonych z nimi mnoznikéw Lagrange’a, tj.

y== S , 1.12
(i) =7 Gzegx GJe zae Z =700, " 96, (1.12)

8poréwnaj réwnania wiezéw (1.5) oraz hamiltonian zespolu (1.9);
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gdzie H(G) jest opisane wyrazeniem (1.9), za$
F=InZ, (1.13)

bedaca funkcja parametréw zespotu, F' = F(6y, ... 6,), jest nazywana energia swobod-

ng °.

Z wyrazenia (1.12) wynika, ze $rednia warto$¢ parametru x;, tzn. (x;), jest réwna
pochodnej energii swobodnej, F', po mnozniku 6;. W podobny sposéb mozna pokazac,
ze druga pochodna F po 6; charakteryzuje fluktuacje (rozrzut) parametru x; wokét jego
warto$ci Sredniej:

102 1
2 2 _

2 2 .
az) 9 (162)_6F_6(x.,> (1.14)

%6,) = 96,\Z6;)~ ooz ~ a6,

W fizyce statystycznej, powyzsze wyrazenie jest znane pod nazwa relacji fluktuacyjno-
dysypacyjnej lub jako twierdzenie fluktuacje-odpowiedz. Nazwa ta jest zwigzana z tym,
ze lewa strona wyrazenia (1.14) opisuje fluktuacje parametru x;, podczas gdy jej pra-
wa strona charakteryzuje podatno$¢ tego parametru, tzn. opisuje, w jaki sposéb jego
Srednia wartos$¢, (x;), zmienitaby si¢, gdybySmy zmienili sprz¢zony z niag mnoznik
Lagrange’a, 6;.

W tym miejscu warto zastanowi¢ sig, czym sa mnozniki Lagrange’a i jaka rolg
petnia w sieciach rzeczywistych. Ot6z na drugg czg$¢ powyzszego pytania, przynaj-
mniej czgSciowo, odpowiedzieliSmy juz wczes$niej: Konkretne mnozniki Lagrange’a
odpowiadaja konkretnym wigzom narzuconym na badang sie¢. Na przyktad, jesli w
sieci wazonej ' mnoznik 6; jest zwiazany z sita '!, 5;(G), wezta i oznacza to, ze war-
to$¢ tego mnoznika przektada si¢ (w sposéb Scisle okreslony przez energi¢ swobodna
F(;,...,60,)) na warto$¢ (s;), zob. Eq. (1.12). Odnoszac te rozwazania to sieci rzeczy-
wistych, tzn. poszukujac mnoznika 6; warunkujacego sit¢ wezta, nalezaloby zastano-
wic si¢ nad tym, jakie czynniki zewngtrzne maja wplyw na wagi krawedzi dotaczo-
nych do tego wezta. Na przyktad, w artykutach [16, 17] nt. sieci handlu §wiatowego,
w ktérej weztami byly poszczegdlne panstwa, zas krawedziom przypisano wartosci
rocznej bilateralnej wymiany handlowej, pokazano, ze sity weziéw zaleza jedynie od
produktéw krajowych brutto (PKB) poszczegdlnych paristw.

Termin energia swobodna zostat zapozyczony z fizyki statystycznej, podobnie zreszta jak termin su-
ma statystyczna. Ogélnie, dla fizykdw wyktadnicze grafy przypadkowe sa szczegdlnie proste (intuicyjnie
zrozumiale) poniewaz koncepcyjnie nawiazuja one do zapoczatkowanej przez E.T. Jaynesa szkoty fizyki
statystycznej opartej na zasadzie maksymalnej entropii [24-26], ktdra jest formalnie réwnowazna trady-
cyjnej szkole fizyki statystycznej zapoczatkowanej przez Boltzmanna i Gibbsa.

10¢j. takiej, w ktérej kazdej krawedzi przypisana jest waga;
"'W sieciach wazonych, sita wezta nazywamy sume wag krawedzi dotaczonych do tego wezta: s; =
i wij.
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Na koniec, wyjasnijmy jeszcze, dlaczego wazne jest to, by znaé zaleznos¢ (ana-
lityczng badZ numeryczna) (x;) od 6;. Otéz, jak pokazemy w dalszej czgSci tej pracy,
znajomos¢ takiej zaleznoSci umozliwia wykonywanie obliczen analitycznych i/lub nu-
merycznych z wykorzystaniem omawianych zespotéw sieci.

1.3. Przyklady

1.3.1. Klasyczne grafy przypadkowe
Procedura konstrukcyjna i podstawowe wlasnoSci

Klasyczne grafy przypadkowe (lub grafy ER) po raz pierwszy zostalty oméwione przez
wybitnych matematykow wegierskiego pochodzenia: P. Erdosa i A. Rényiego [18, 19].
Grafy te, a §ciSlej ich statystyczng zbiorowos¢, tradycyjnie definiuje si¢ podajac pro-
cedurg konstrukcyjna, ktéra obejmuje dwa etapy:

i. Na poczatku ustala si¢ liczbg weztéw N nalezacych do grafu.

ii. Nastgpnie, z zadanym prawdopodobiefistwem p przypisuje si¢ potaczenia kaz-
dej z (g’) par weziow.

Z procedury konstrukcyjnej klasycznych graféw przypadkowych wynika, ze Sred-
nia liczba krawedzi w tych grafach wynosi

N NN -1)
E) = =p—— 1.15
(E) p( 2) P—> (1.15)
skad wnioskujemy, ze §redni stopiefi dowolnego wezta jest rowny:
2E)
(k):T:p(N—l)sz. (1.16)

Analizujac procedur¢ konstrukcyjng graféw ER mozna réwniez wywnioskowac, ze

rozktad stopni wierzchotkéw charakteryzujacy ten model sieci przypadkowych jest

rozktadem dwumianowym '2, ktéry w granicy p < 1 mozna przyblizy¢ rozktadem

Poissona:

e—<k><k>k
k!

N-1
k

gdzie (k) (1.16) jest Srednim stopniem wezla.

P(k) =( )pka -pNr (1.17)

2Prawdopodobienstwo, ze podczas konstrukcji grafu dowolny wezet uzyska k na N — 1 mozliwych
potaczen do innych wierzchotkéw sieci jest rowne prawdopodobienstwu uzyskania k sukcesow w N — 1
probach, gdy prawdopodobieristwo sukcesu wynosi p, a prawdopodobienistwo porazki 1 — p.
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Z uwagi na rozktad stopni weztow (1.17) klasyczne grafy przypadkowe okresla si¢
niekiedy mianem graféw poissonowskich. To okre$lenie pojawia si¢ zazwyczaj w ze-
stawieniu z okre$leniami: sieci potggowe lub bezskalowe (czyli sieci o potggowym
rozktadzie stopni weztéw, P(k) oc k77), i shuzy uwypukleniu jednej z najwazniejszych
wad graféow ER. Wady, ktéra uniemozliwia wykorzystanie tych sieci do modelowania
rzeczywistych sieci ztozonych. Wspomniang wada jest waski, o bardzo matej warian-
cji, rozktad stopni wierzchotkéw. Przypomnijmy, ze w rozktadzie Poissona wariancja
0']% jest réwna wartos$ci Sredniej (k). Ta cecha rozkladu Poissona sprawia, ze o ile w sie-
ciach rzeczywistych wezly o stopniach znacznie rézniacych si¢ od $redniego stopnia
(k) sa czesto spotykane, w grafach ER takie wezty wcale si¢ nie pojawiaja. W tej sy-
tuacji, naturalnym pytaniem jest: Dlaczego w licznych opracowaniach na temat sieci
ztozonych tak wiele miejsca po§wigca si¢ grafom ER. Powdd jest prosty: Poréwnanie
wlasnosci graféw ER z wlasnos$ciami sieci bezskalowych pozwala zrozumiec, dlacze-
go sieci bezskalowe sa wyjatkowe. W nawiazaniu za$ do tematu wyktadniczych gra-
fow przypadkowych prawda jest to, ze model ER pozwala w prosty sposéb zilustrowac
ideg zespotow statystycznych sieci przypadkowych.

Zespot statystyczny klasycznych graféw przypadkowych

Na poczatek zauwazmy, ze postepujac zgodnie z procedura konstrukcyjna klasycznych
graféw przypadkowych mozna utworzy¢

2(5) 3 () 1.18
2) =
EZ;)( . ) (1.18)
r6znych realizacji takich graféw. Wyjasnijmy, ze umieszczony po prawej stronie wy-
razenia (1.18) symbol Newtona ((g)) odpowiada liczbie réznych realizacji graféw pro-
stych o ustalonej liczbie krawedzi E, tj. liczbie wszystkich kombinacji E elemento-
wych zbioru (1;’ ) elementowego. Sumujac symbol Newtona po wszystkich wartoSciach

parametru £ =0,1,2..., (g’ ) otrzymujemy liczbg wszystkich mozliwych graféw pro-
stych o zadanej liczbie weztéw N i dowolnej liczbie krawedzi. Liczba ta odpowia-
da liczbie r6znych, zero-jedynkowych, symetrycznych macierzy sasiedztwa o rozmia-
rze N X N. Nawet dla niewielkich rozmiaréw sieci ta liczba jest ogromna. Na przy-
ktad, gdy N = E = 100, liczba graféw prostych o takich parametrach jest réwna

100
((160)) ~ 10?1, za§ liczba wszystkich graféw prostych o N = 100 wierzchotkach wy-

nosi 2('2) = 101490,

Z uwagi na to, ze w klasycznych grafach przypadkowych prawdopodobieristwo
pojawienia si¢ dowolnej krawedzi jest réwne p, rézne realizacje graféw ze zbioru G
wszystkich graféw prostych o N wierzchotkach maja rézne prawdopodobiefistwa re-
alizacji, P(G). Na przyktad, gdy p = 1, jedynym grafem G € G, dla ktérego P(G) # 0

8
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jest graf pelny, w ktérym kazdy wezet jest polaczony krawedzig ze wszystkimi pozo-
statymi wezlami grafu. Gdy jednak p # {0, 1} prawdopodobieristwo realizacji grafu G
zalezy od liczby jego krawedzi E(G) i jest rOwne:

P(G) = pPO(1 = p)BDEG), (1.19)

Wyrazenie to opisuje prawdopodobieristwo rdéwnoczesnej realizacji (g’ ) niezaleznych
zdarzen, sposréd ktérych E(G) zdarzen (typu ’jest krawedZ’) ma prawdopodobiefistwo
realizacji rowne p, za§ prawdopodobiefistwo pozostatych zdarzen (typu *brak krawe-
dzi’) wynosi 1 — p. Oczywiscie, Srednia liczba krawgdzi w badanym zespole grafow,
tj.
) N
(Ey= > EG)P(G) = p( ) (1.20)
E(G)=0 2
wyraza si¢ taka samga zaleznoScia, co Srednia liczba krawedzi obliczona wczesniej
(1.15).

Hamiltonian zespotu i Srednie po zespole

Aby pokazaé, ze grafy ER o N weztach i prawdopodobieristwie potaczenia p moz-
na analizowa¢ z wykorzystaniem formalizmu wyktadniczych graféw przypadkowych,
zauwazmy, ze prawdopodobiefistwo grafu w tym zespole opisane wyrazeniem (1.19)
mozna przepisaé w wykladniczej postaci:

PG) = (%)E(G)(l _p® Y (1.21)
gdzie
6=1n[11_)p] oraz p:%, (1.22)
zas .
7= (ﬁ)(” = (1+ ). (1.23)

Z wyrazenia (1.21) wynika, ze zesp6t klasycznych graféw przypadkowych jest réw-
nowazny zespotowi wyktadniczych graféw przypadkowych o hamiltonianie

H(G) = 0E(G). (1.24)

Powyzsza posta¢ hamiltonianiu sugeruje, ze grafy te mozna traktowac jak zespét sie-
ci losowych (ang. maximum entropy random networks) o ustalonej Sredniej liczbie
krawedzi.
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Przy okazji zauwazmy, ze chociaz suma statystyczna zespolu jest znana (1.23),
mozna ja réwniez wyznaczy¢ bezposrednio z ogélnego wzoru (1.10). Aby to poka-
zac trzeba zauwazy¢, ze liczbe krawedzi w dowolnej realizacji grafu G € G mozna
obliczy¢ sumujac elementy macierzy sasiedztwa A;;(G) badanego grafu, ktére, dla
A;;(G) = 1 (lub 0) reprezentuja ’istnienie’ (odpowiednio "brak’) krawedzi miedzy we-
ztami i oraz j, tj.

N N
EG) =" > AyG). (1.25)
i=1 j=i+1
Podstawiajac (1.25) do (1.24), a nastgpnie korzystajac ze wzoru (1.10) dostajemy:

z=) 0=y ﬁ ﬁ il = ﬁ ﬁ le i =1+ (1.26)

GeG GeG i=1 j=i+l i=1 j=i+1A;;=0

Podobnie, wykorzystujac ogdlna zaleznos¢ (1.12) mozna pokazac, ze Srednia liczba
krawedzi w badanym zespole sieci przypadkowych wynosi (poréwnaj z zalezno$ciami

(1.15) oraz (1.20)):
OF (N\ ¢’ N
= ()i~

gdzie energia swobodna, F, jest dana wzorem:

F=InZ-= (];’)m[ue"]. (1.28)

W rozdziale 1.4 pokazemy, w jaki sposéb grafy ER mozna symulowac numerycz-
nie wykorzystujac przy tym wyprowadzone w tym podrozdziale zaleznosci matema-
tyczne. Tymczasem, na rysunku 1.1a pokazujemy przyktadowa realizacje grafu ER
o liczbie weztow N = 480 i Sredniej liczbie krawedzi (E) = 480 (co odpowiada mnoz-
nikowi 6 = —6.17).

1.3.2. Uogolnione grafy przypadkowe

Procedura konstrukcyjna i hamiltonian zespotu

Omawiajac wilasnosci klasycznych graféw przypadkowych wspomnieliSmy, ze pois-
sonowski rozktad stopni weztéw (1.17) jest ich najwigksza wada jako potencjalnych
modeli rzeczywistych sieci ztozonych. Chcac ominaé te ograniczenia zaproponowano
model tzw. uogélnionych graféw przypadkowych '3, znany réwniez jako model kon-

13Czytelnika zainteresowanego teoria sieci ztozonych z pewnoscia zainteresuje to, ze wigkszos¢ waz-
nych wynikéw dotyczacych sieci ztozonych, zwiazanych np. z modelowaniem epidemii w sieciach bez-
skalowych [28], badaniem odpornosci tych sieci na przypadkowe btedy weztéw [29] i ich podatnosci
na celowe ataki [30], zostata uzyskana w oparciu o ten wtasnie model, model graféw przypadkowych
o zadanym rozktadzie stopni weztow.

10
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Rysunek 1.1: Przykladowe realizacje graféw wykladniczych a) grafu ER o liczbie we-
ztéw N = 480 i Sredniej liczbie krawedzi (E) = 480, b) uogdlnionego grafu wyktad-
niczego o liczbie weztéw N = 480 i o potggowym rozktadzie oczekiwanych stopni
wezléw P((k;)) ~ (ki) ™.

figuracyjny lub model graféw przypadkowych o ustalonym a’priori rozktadzie stopni
weztow [27].
Procedura konstrukcyjna tych graféw jest nastgpujaca:

i. Na poczatku, podobnie jak w grafach ER, ustala si¢ liczbg weztéw N.

ii. Nastgpnie, do kazdego wezta i = 1,2,... N dolacza si¢ kl.* potéwek krawedzi,
przy czym liczby k sa losowane z ustalonego a’priori rozktadu P(k).

iii. W ostatnim kroku procedury konstrukcyjnej w sposob losowy taczy si¢ ze soba
poléwki krawedzi.

W wyniku losowego 1aczenia krawedzi, realizowanego w ostatnim etapie procedu-
ry konstrukcyjnej, mozna uzyskaé wiele réznych realizacji sieci o zadanej sekwencji
stopni weztow 14:

(KK, ). (1.29)

Z powyzszej dyskusji wynika zatem, ze badajac model uogdélnionych graféw przy-
padkowych, w rzeczywisto$ci mamy do czynienia z zespotem sieci przypadkowych.

14Sekwencja (1.29) to zbiér liczb losowych z rozkladu P(k). Taka sekwencje nalezy interpretowaé
w nastepujacy sposob: wezet o numerze 1 ma stopien réwny kj, wezet o numerze 2 ma stopief réwny &3,
itd.

11
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Co wigcej, zespot ten powinien by¢ formalnie réwnowazny zespotowi wyktadniczych
graféw przypadkowych o hamiltonianie postaci

N
H(G) = Z 0:iki(G), (1.30)
i=1

w ktérym wigzami sg ustalone stopnie kolejnych weztéw, tj.

Victoow k)= ) K(GPG) = k. (1.31)
GeGg

Suma statystyczna i Srednie po zespole

Okazuje sig, ze sumg statystyczng rozwazanego zespotu mozna, podobnie jak w gra-
fach ER, wyznaczy¢ w sposéb $cisty. Aby to zrobi¢, hamiltonian zespotu nalezy wy-
razi¢ poprzez elementy macierzy sasiedztwa. W tym celu zauwazmy, zZe stopiefi k;
dowolnego wezta i mozna zapisaé w postaci:

N
k(G) = > Ai(G). (1.32)
j=1

J

Podstawiajac powyzsza zalezno$¢ do hamiltonianu zespotu (1.30), a potem nowa po-
sta¢ hamiltonianu wstawiajac do ogélnego wzoru na sume statystyczng (1.10) dosta-
jemy (zob. réwn. (1.26)):

N N
Z = ]_[ ]_[ (1 + B0y, (1.33)
i=1 j=i+l
oraz
N N
F= Z Z In[1+ @], (1.34)
i=1 j=itl

Nastepnie, rézniczkujac energi¢ swobodna F wzgledem 6; otrzymujemy wyrazenie
opisujace, w jaki sposob Sredni stopien i-tego wezla zalezy od parametréw zespotu, tj.

OF 1 >
(ki) = 3—‘91 = Z D) = Zpije (1.35)
j=1 j=1
gdzie
1
pij = (Aij) = T3 o) (1.36)

12
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jest prawdopodobienstwem istnienia krawedzi migdzy weztami i oraz j.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze przepisujac zalezno$¢ (1.35) dla wszystkich
weztéw w sieci i = 1,2,...,N otrzymamy uktad N réwnai z N niewiadomymi:
01,6, ...,0y. Oznacza to, ze jeSli znamy oczekiwane stopnie wszystkich weztéw
(1.31), to podstawiajac je do wspomnianych réwnan i rozwiazujac te réwnania (np.
numerycznie) uzyskamy warto$ci wszystkich parametréw {6;} charakteryzujacych ba-
dany zespot. Dlaczego mieliby$Smy zawracaé sobie glowg¢ wyznaczeniem mnoznikéw
Lagrange’a? Ot6z dlatego, poniewaz znajac te parametry moglibySmy, na przyktad,
stworzy¢ numeryczny model sieci ', a nastepnie na uzyskanej strukturze sieciowej
mogliby§Smy zaimplementowaé dowolny proces dynamiczny, reprezentujacy, na przy-
ktad, rozprzestrzenianie si¢ epidemii lub biadzenie przypadkowe po sieci. Ponadto,
znajac wartosci {6;} odpowiadajace badanym sieciom moglibySmy wykona¢ oblicze-
nia (analityczne lub numeryczne) majace na celu, na przyklad, oszacowanie krytycz-
nego tempa rozprzestrzeniania si¢ epidemii lub $redniego czasu dotarcia pakietu do
celu w sieci komputerowe;.

Przyblizenie rzadkich sieci

Okazuje si¢, ze w granicy rzadkich sieci wyrazenia (1.35) i (1.36) mozna znaczaco
uproscié. Z zatozenia o rzadkich sieciach’ wynika bowiem, ze w takich sieciach praw-
dopodobienstwo potaczenia jest bardzo mate, p;; < 1, co oznacza, ze w mianowniku
wyrazenia (1.36) mozna pominaé 1 w poréwnaniu z drugim sktadnikiem sumy. Dzig-
ki temu, w granicy rzadkich sieci, prawdopodobienistwo istnienia potaczenia migdzy
weztami i oraz j faktoryzuje sig:

pij = efie, (1.37)

Nastepnie, podstawiajac (1.37) do wyrazenia (1.35) otrzymujemy prosta zalezno$¢
migdzy Srednim stopniem wezta i oraz przypisanym mu mnoznikiem Lagrange’a:

N

iy ~ et Z e = e \[(k)N, (1.38)

Jj=1
gdzie wykorzystaliSmy lemat o usciskach dtoni, ) ;(k;) = (k)N. Rysunek 1.1b przed-
stawia przyktadowa realizacje uogélnionego grafu przypadkowego o potggowym roz-
ktadzie oczekiwanych stopni weztéw. Na koniec zauwazmy, ze podstawiajac zalez-
nos¢ (1.38) do (1.37) dostajemy znane wyrazenie opisujace prawdopodobienstwo ist-
nienia krawedzi w uogélnionych grafach przypadkowych:

 (kak)
Pii= "N

(1.39)

15Zobacz rozdz. 1.4 poswigcony symulacjom numerycznym metoda Monte Carlo.
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1.3.3. Modele sieci blokowych
Sieci rzeczywiste o strukturze blokowej

Wiele sieci rzeczywistych ma strukturg blokowa (modutowa) [31, 35]. Oznacza to, ze
w strukturze sieci mozna wyrdzni¢ grupy wezléw takie, ze gestoS¢ potaczen migdzy
weztami nalezacymi do tej samej grupy (modutu) jest znacznie wigksza niz ggsto$é
potaczen migdzy weztami nalezacymi do réznych grup (modutéw). Przyktadami mo-
dutéw w rzeczywistych sieciach ztozonych sa: grupy zaprzyjaznionych ze soba oséb
w sieciach spotecznych, kraje uczestniczace w migdzynarodowej wymianie handlo-
wej, ktére podpisaty regionalne porozumienia handlowe, grupy stron internetowych
zawierajacych tresci o tej samej tematyce, czy tez biatka, ktére w sieci protein wspot-
tworzg okreslone szlaki metaboliczne. Powyzsze przyktady pokazuja, ze w wielu sie-
ciach rzeczywistych przynalezno$¢ weztéw do blokéw moze by¢ (i zwykle jest) zwia-
zana z dobrze okre§lonymi wtasno$ciami tych weztéw, ktére moga mieé¢ wptyw na
funkcjonowanie catej sieci, a nie tylko okreslonych grup weztow.

Z tego powodu, struktura blokowa jest uwazana za jedng z najwazniejszych, obok
bezskalowych rozktadéw stopni weztéw i efektu matych swiatéw '® ceche rzeczywi-
stych sieci ztozonych. Z tego réwniez powodu, w ostatnich latach rézne zagadnienia
zwigzane z ta cecha sieci byly intensywnie badane, chociaz z perspektywy czasu wi-
daé, ze badania te, jak dotad, skupialy si¢ przede wszystkim na opracowaniu efektyw-
nych algorytméw do detekcji modutéw w sieciach rzeczywistych [36]. W tym kontek-
Scie, w charakterze Srodowiska do testowania wspomnianych algorytméw, powszech-
nie byty wykorzystywane tzw. klasyczne modele blokowe [37], ktére ostatnio zaczeto
zastgpowacé modelami blokowymi o potggowych rozktadach stopni weztéw [8, 38].

Klasyczny model blokowy i model blokowy z korekta na stopnie wezlow

W klasycznym modelu blokowym [39], kazdy sposréd N wezidw sieci jest przypisany
do jednego z K blokéw. Bloki maja charakter graféw ER. O potaczeniach migdzy we-
ztami nalezacymi do tego samego bloku méwimy, ze sa to polaczenia lokalne, odr6z-
niajac je w ten sposéb od rzadszych potaczen globalnych, ktére tacza wezty nalezace
do réznych modutéw.

Wyktadnicze grafy przypadkowe zostaly po raz pierwszy wykorzystane do mo-
delowania sieci o strukturze modutowej w pracy [21], w ktérej oprdocz klasycznego

160 efekcie matych swiatéw [32] w sieciach ztozonych méwimi wtedy, gdy Srednia odleglosé, (1),
miedzy dowolng para wezléw w tej sieci zmienia si¢ z rozmiarem sieci, N, wolniej niz potggowo. W
klasycznych i uogdlnionych grafach przypadkowych efekt matych §wiatéw objawia si¢ tym, ze (/) ~ In N
[33]. W sieciach bezskalowych, w ktérych wyktadnik charakterystyczny y w rozkladzie stopni weziow
P(k) ~ k7 jest z przedziatu (2,3), mamy do czynienia z tzw. efektem ultra-matych swiatéw, tj. {I) ~
Inln N [34].

14
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modelu blokowego o hamiltonianie postaci:

H(G) = ) wiEp(G), (1.40)

r<s

gdzie E, jest liczba krawedzi migdzy modutami r oraz s, za$ E,, reprezentuje licz-
be krawedzi wewnatrz modutu r, zbadano réwniez model blokowy z tzw. korekta na
stopnie weztéw o hamiltonianie postaci:

H(G) = ) viki(G) + ) wrsEr(G), (1.41)

i r<s

gdzie k; oznacza stopiel wezla i. We wspomnianej pracy obliczono sumy statystyczne
tych zespotéw, dzigki czemu uzyskano wyrazenia opisujace, w jaki spos6b wartosci
Srednie (E,), (E,-) oraz (k;) charakteryzujace strukturalne wtasnosci badanych sieci
zaleza od parametréw: w,, w, oraz v;. Oczywiscie, mnozniki Lagrange’a v; dla i =
1,... N warunkuja odpowiednie stopnie weziéw badanej sieci (por. réwn. (1.30)), za$
mnozniki w, kontroluja liczbg krawedzi migdzy modutami r i s.

W analizie modelu blokowego z korekta na stopnie weztéw, wazna idea okazato
si¢ zdefiniowanie tzw. wewngtrznych i zewnetrznych stopni weztéw. Stopniem we-
wnetrznym, kf"’ , wezla i nazwano liczbe jego najblizszych sasiadow nalezacych do
tego samego modutu, za$ stopniem zewnetrznym, k™, liczbg jego pozostatych sa-
siadéw, réwna k; — kf’" . Pokazano, ze w tym zespole sieci istnieje liniowa zalezno§¢
migdzy (kf’” ) oraz (k¢*'), ktéra jest koncepcyjnie podobna do relacji skalowania, ktére
zostaly zaobserwowane w samopodobnych (fraktalnych) rzeczywistych sieciach zto-
zonych [9]. Pojawienie si¢ tej zaleznosci w wyktadniczych grafach przypadkowych
0 do$¢ prostym hamiltonianie (1.41) jest o tyle zaskakujace, ze w pracach nt. samo-
podobnych sieci ztozonych [9, 40] podobne zaleznosci zostaty zidentyfikowane, jako
potencjalne Zrédto fraktalnosci wynikajace z ewoluujacego charakteru badanych sieci.

Na rysunku 1.2 przedstawiono przyktadowe realizacje sieci nalezacych do oma-
wianych zespotéw wyktadniczych graféw przypadkowych: a) klasycznego modelu
blokowego, b) modelu blokowego z potggowym rozktadem stopni weztéw. W obydwu
sieciach, wezty nalezace do tego samego modutu oznaczono takim samym kolorem.
Rozmiary we¢ziéw sa proporcjonalne do ich stopni, zas grubosé potaczen odpowiada
roli, jaka pelnia one w procesach komunikacji migdzywegztowej catej sieci.
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Rysunek 1.2: Przykladowe realizacje modutowych graféw wyktadniczych o liczbie
weztéw N = 960 oraz liczbie blokéw K = 6; a) klasyczny model blokowy, b) model
blokowy z potggowym rozktadem oczekiwanych stopni weztow.

1.4. Symulacje numeryczne metoda Monte Carlo

1.4.1. Wprowadzenie

W fizyce statystycznej, symulacje Monte Carlo (MC) umozliwiaja numeryczne bada-
nie uktadéw fizycznych w stanie réwnowagi termodynamicznej !7. Sa one powszech-
nie wykorzystywane do modelowania uktadéw i proceséw zbyt ztozonych, aby mozna
bylo przewidzieé ich wtasnosci za pomoca podejécia analitycznego 8.

Podstawowa rolg w symulacjach MC odgrywa generowanie (losowanie) ciagu r6z-
nych realizacji badanego uktadu, np. ciagu graféw prostych o N wierzchotkach,

{Gi} = G1,G2,Gs, . ... (1.42)

7Uwadze czytelnika polecamy doskonala ksiagz¢ M.E.J. Newmana i G.T. Barkemy [41] po§wigcona
metodom MC w fizyce statystycznej. O symulacjach MC w zastosowaniu do wyktadniczych graféw
przypadkowych mozna doczyta¢ w Dodatku E w ksiazce A. i P. Fronczakéw [3], oraz w pracach [11, 21].
W pierwszej z wymienionych prac, [11], szczegétowo oméwiono algorytm Metropolis w zastosowaniu
do klasycznych graféw przypadkowych. W drugiej pracy, [21], algorytm Metropolis zostat zaadoptowany
do sieci o strukturze blokowe;j.

8Pouczajacym przykladem moze by¢ tutaj znany w literaturze nt. sieci spotecznych tzw. model
Straussa [14, 15], o hamiltonianie: H(G) = aE(G) + ST(G) zaleznym od liczby krawedzi, E(G), i licz-
by trojkatéw (tj. petli o dtugosci 3), T(G), ktdry zostat rozwiazany analitycznie dopiero w 2004 roku
(zob. [42]), ponad 20 lat po pierwszych, gtownie numerycznych pracach, w ktérych dyskutowano jego
wlasnosci.
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Aby takie losowanie miato sens, mozliwe realizacje badanego uktadu musza si¢ w tym
ciagu pojawiaé z zadang czgstoscia P(G). OczywiScie, w badaniach wyktadniczych
graféw przypadkowych wspomniana czgsto$¢ odpowiada prawdopodobieristwu reali-
zacji grafu w zespole i jest opisana funkcja wyktadnicza, P(G) « #©@ (1.1).

Symulacje numeryczne polegajace na bezposrednim losowaniu ciagu (1.42) ze
zbioru mozliwych realizacji uktadu, G = {G}, a nastgpnie akceptowaniu tych realizacji
z prawdopodobienstwem, P(G), i odrzucaniu ich z prawdopodobiefistwem, 1 — P(G),
sa (zazwyczaj) bardzo nieefektywne. Dzieje si¢ tak z powodu (zazwyczaj) ogrom-
nej liczby mozliwych stanéw badanego uktadu, z ktérych wigkszo$¢ ma bardzo mate
prawdopodobienstwo realizacji P(G) <« 1. Dlatego, w symulacjach Monte Carlo se-
kwencje (1.42) generuje si¢ wykorzystujac w tym celu ergodyczny proces Markowa
19w ktérym prawdopodobiefistwo p(G; — G ) wygenerowania stanu (grafu) G; ze
stanu (grafu) G; jest dobrane w taki sposéb, by kazdy z mozliwych stanéw badanego
uktadu pojawiat si¢ w tym ciagu z wymagana czestoscia.

W dalszej czgsci tego rozdziatu oméwimy warunki, jakie musza spetnia¢ praw-
dopodobienstwa przejs¢, p(G; — G ), aby mozna je bylo wykorzysta¢ do utworzenia
ciagu (1.42). Oméwimy réwniez znany algorytm Metropolis, ktéry realizuje jedna
z najprostszych postaci prawdopodobienstwa przejs¢.

1.4.2. Warunek réwnowagi szczegélowej

Jesli badany uktad jest w stanie rownowagi, oznacza to, ze charakteryzujacy go roz-
ktad prawdopodobienistwa P(G) nie zalezy od czasu. W odniesieniu do pojedynczego
stanu G; tego uktadu, warunek rownowagi mozna zapisa¢ w postaci réwnania:

D P@GpGi > G = ) PGHpG;— G, (1.43)
GjeG Gjeg
ktére méwi o tym, Ze w stanie réwnowagi czgstoS¢ przejs¢ ze stanu G; do dowolnego
innego stanu G ; musi by¢ réwna czgstosci przejs¢ w odwrotnym kierunku, tj. z dowol-
nego stanu G; do G;. Opuszczajac sumy po obu stronach tego réwnania otrzymujemy
tzw. warunek réwnowagi szczegétowe;j,

P(G)p(G; = Gj) = P(Gj)p(Gj — G)), (1.44)
ktéry w odniesieniu do wyktadniczych graféw przypadkowych i po uwzglednieniu
wykladniczej postaci rozktadu P(G) ~ ¢"(%) mozna przepisaé jako:

p(Gi—>G) PG) oA
pG; - Gi) PG '
Proces Markowa nazywamy ergodycznym, jesli startujac z dowolnego stanu badanego uktadu,
w skoriczonej liczbie krokéw, mozna dotrze¢ do kazdego innego stanu tego uktadu. W praktyce ozna-

cza to, ze podczas symulacji MC kazda realizacja G uktadu, dla ktérej P(G) # 0, musi mie¢ szans¢ na
pojawienie si¢ w ciagu (1.42).

(1.45)
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gdzie
AH = H(G;) - H(G)) (1.46)

jest zmiang hamiltonianu badanego zespotu graféw, jaka nastgpita w wyniku przejscia
uktadu ze stanu G; do stanu G ;.

1.4.3. Algorytm Metropolis

Prawdopodobienstwo przejscia p(G; — G ;) wystepujace w warunku réwnowagi szcze-
gbétowej (1.45) mozna zapisaé w postaci iloczynu:

p(G,- ad G/) = S(G,‘ — Gj)a(G,- ad Gj), (147)

gdzie s(G; — Gj) reprezentuje prawdopodobienistwo selekcji stanu G, jesli w ciggu
(1.42) stanem poprzedzajacym byt stan G;, za$ a(G; — G ;) odpowiada prawdopodo-
biefistwu akceptacji stanu G, tzn. umieszczeniu go we wspomnianym ciggu tuz za
stanem G;, tj. {...G;,G;...}. JeSli przyjmiemy, ze s(G; — G) jest opisane rozktadem
jednostajnym, wéwczas warunek (1.45) uprosci si¢ do ilorazu prawdopodobieristw ak-
ceptacji:

aGi = Gj) gy

aG; -Gy

Algorytm Metropolis realizuje jedna z najprostszych postaci prawdopodobieni-
stwa akceptacji dla zmiany stanéw. Wedlug tego algorytmu, jesli prawdopodobieristwo
P(G ) znalezienia ukfadu w stanie G; jest wigksze od P(G;), wéwczas prawdopodo-
biefistwo akceptacji przejscia G; — G jest rowne jednosci:

(1.48)

a(Gi—> G))=1 dla AH>0. (1.49)
W przeciwnym wypadku jest ono opisane wykladnicza zaleznoScia (1.48):

aG;— Gj)=e" dla AH<0. (1.50)

1.4.4. Metoda Monte Carlo w wykladniczych grafach przypadkowych

Zastosowanie algorytmu Metropolis do badania wyktadniczych graféw przypadko-
wych oméwimy na przyktadzie zespotu klasycznych graféw przypadkowych (zob.
podrozdz. 1.3.1). Przypomnijmy, ze hamiltonian tego zespotu, H(G) = 0E(G) (1.24),
zalezy jedynie od liczby krawedzi w grafie, E(G), gdzie 6 = In[p/(1—-p)] (1.22) jest ze-
wnetrznym parametrem zespotu, ktéry mozna wyrazié poprzez prawdopodobiefistwo
p istnienia potaczenia migdzy dowolna parg weztow.

W dalszej czgéci tego podrozdziatu zatozymy, ze 6 > 0, tzn. oméwimy wyko-
rzystanie algorytmu Metropolis do graféw ER o prawdopodobienstwie potaczenia
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p > 0,5. Aby uproscic¢ algorytm, dodatkowo przyjmiemy, ze kolejne grafy w sekwen-
cji (1.42), . {...G;,Gj...} beda si¢ od siebie roznily jedynie pojedynczymi krawe-
dziami, tzn. zmiana G; — G| bedzie polegala na dodaniu lub usunigciu krawedzi
w grafie G;.

Przy tych zatlozeniach mozliwe zmiany hamiltonianiu zespotu wynosza:

AH = 0(E(G)) — E(G))) = 6, (1.51)

przy czym znak ’+’ odpowiada dodaniu, a -’ usunigciu krawedzi. Poniewaz jednak,
zgodnie z zatozeniem, 6 > 0, to z réwnan (1.49) oraz (1.50) wynika, ze zmiang¢ grafu
G; polegajaca na dodaniu krawedzi akceptujemy zawsze, za§ zmiang polegajaca na
usunieciu krawedzi akceptujemy z prawdopodobienistwem e 9.

Podsumowujac: Symulacja MC klasycznych graféw przypadkowych wykorzystu-

jaca algorytm Metropolis moglaby przebiega¢ w nastgpujacy sposéb:

i. Symulacj¢ rozpoczynamy od dowolnego grafu prostego, np. od grafu pustego
(tj. od pustej macierzy sasiedztwa).

ii. Nastepnie, losujemy dowolny element macierzy sasiedztwa A;;. Jesli A;; = 0
(co oznacza brak krawedzi migdzy weztami i oraz j), wtedy zastgpujemy go
przez A;; = 1 (dodajemy krawedz). Jesli natomiast A;; = 1, wowczas z praw-
dopodobieristwem e~ zamieniamy 2° element macierzy sasiedztwa: A; i =0
(co réwniez oznacza, ze z prawdopodobiefistwem (1 — ¢~%) element macierzy
sasiedztwa pozostaje niezmieniony: A;; = 1).

iii. Po kazdej zmianie stanu G; — G; (lub po kazdych kolejnych n zmianach)
sprawdzamy, jak w czasie zmienia si¢ liczba krawedzi, E(G). Gdy (E) = const
oznacza to, ze kolejne grafy w ciagu {... Gy, G141, G142, . . . } pojawiaja si¢ z wy-
ktadnicza czestoscia, P(G) o« (@),

W podobny sposéb algorytm Metropolis mozna wykorzysta¢ do badania dowol-
nych zespotéw wyktadniczych graféw przypadkowych, o dowolnych hamiltonianach
(1.9).

1.5. Podsumowanie

Oméwione w tej pracy, podejScie do modelowania sieci ztozonych wykorzystujace
wyktadnicze grafy przypadkowe umozliwia tworzenie sieci o dowolnych (z géry usta-
lonych) wlasnosciach strukturalnych. W grafach tych, wspomniane wtasnos$ci struk-
turalne sa w prosty sposéb okreslone przez podanie tzw. hamiltonianu sieci. W tej

2'mozna to zaimplementowaé w nastgpujacy sposéb: losujemy liczbe r z przedziatu [0, 1) (z rozktadu

jednostajnego), a nastgpnie sprawdzamy, czy r < e”%;
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pracy przedstawiono teoretyczne podstawy modelu, oraz trzy podstawowe przyklady
zastosowania wykladniczych graféw przypadkowych: i. do badania klasycznych gra-
fow przypadkowych, ii. w analizie sieci o zadanym rozktadzie stopni weztéw, oraz
iii. do tworzenia modeli sieci o strukturze blokowej. Niestety, zabrakto miejsca i cza-
su, by oméwic¢ inne wazne modele wyktadniczych graféw przypadkowych (np. znany
w badaniach sieci spotecznych model Straussa [14, 42]) i zastosowania tych graféw do
analizy sieci rzeczywistych (np. do analizy sieci handlu §wiatowego [16, 17]). Z mySla
o tych czytelnikach, ktérzy podejsScie wykladniczych graféw przypadkowych chcie-
liby wykorzysta¢ w swoich badaniach naukowych, w pracy umieszczono obszerny
rozdziat poSwigcony symulacjom numerycznym Monte Carlo, w ktérym oméwiono
algorytm Metropolis i jego wykorzystanie do badania wyktadniczych graféw przy-
padkowych.
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