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Roéwnania rozniczkowe czastkowe (RRC)

* liczba zmiennych > 2
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« charakterystyka: liniowe, quasi-liniowe, nieliniowe
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Skupmy sie na RRC co najwyzej drugiego rzedu — najpopularniejsze w fizyce
Ogodlna posta¢ RRC drugiego rzedu
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Heat_eqn.gif
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Spherical_wave2.gif

Motywacja dla takiej klasyfikaciji

o> 0 0’ o> 0
———= u=C hiperbolicne, — u=C parabolicme, —+— u=C eliptyczne
ox~ Oy ox ox” oy

Najprostsze rozwigzania:

u= j( - yz) hiperbola; u= (;xz parabola; u= j(x2 + y2) elipsa

Rowniez dla bardziej skomplikowanych réwnan lokalne wtasnosci rozwigzanie

zalezg od znaku wyrazenia B?-4AC.
Zagadka: Skategoryzuj rownanie Schrodingera.

u, +iCu,=0



Eliptyczne RRC - dwuwymiarowe zagadnienie brzegowe

Réwnanie Laplace’a
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Sumujac wyrazy wyznaczamy u, ;: U, = A {ui—l,j + U, + Uy + U i }

Przyktad: siatka 2x2
Przyjmujemy poczatkowe przyblizenie u/ =u) =uy=u, =0
Korzystamy z metody iteracyjnej Jacobiego (lub Gaussa-Seidla — szybsza zbieznos¢)
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Korzystajac z metod doktadnych (np. dekompozycja LU) musimy utozy¢ macierz
0 rozmiarze liniowym n x n.

Whiosek: Musimy wprowadzi¢ indeksowanie rownan odpowiadajgcych punktom
dwuwymiarowej siatki n x n:

(i,))—>P P=12,..n°

(na przyktad wierszami)

P=(j-1)-n+i
Przyktad: rownanie Poissona
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Przyktad:

Powierzchnia potencjatu
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Paraboliczne i hiperboliczne RRC

Bezwymiarowe rownanie przewodnictwa ciepfa

Viu(x,t) = ou(x, 1)
Ot
uxx — ut
z warunkiem poczgtkowym (dla ¢ = 0)
u(x,0)=g(x) O<x<L

gdzie L = I — szerokosc dziedziny rozwigzan.
Warunki brzegowe:
u(0,t) =a(t) t>0
u(L,t) = b(t) t>0

gdzie a(?) i b(t) sg funkcjami jedynie czasu, a g(x) zalezy jedynie od potozenia x.



Dyskretyzacja przestrzeni rozwigzan
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Potozenie w wezle i w chwili ;:



Zamieniajgc pochodne na réznice otrzymujemy

y Nu(x,t+At)—u(x,t) u(x;,t;,,)—u(x;,t,)

’ At At
z btedem O(4y),

y u(xz+19 J) 2M(X L )+u(xl 1> J)
XX sz
z btedem O(Ax?).
Dalej upraszczajac it gy
u; ~ ] ]
At
u ~ l+1 - 2Z/l _I_ l/ll 1



Zatem zdyskretyzowane rownanie ma postac

VES WY B W B
] ui _ui+1 2ui +ui—1

At Ax?

u

Definiujgc r = At / Ax?, otrzymujemy schemat jawny Eulera:

J+l _ J . J J
" =rul  +(A=-2r)u +ru,

>< f+1

D B
N R o

i—1 X

=

- punkt uwzgledniany przy obliczaniu réznicy czasowej

- punkt uwzgledniany przy obliczaniu réznicy przestrzennej

O X



Algorytm schematu jawnego

// mamy n+l wezldw przestrzennych siatki
// warunek brzegowy

ul[0] = uln] = 0.0;

// warunek poczatkowy

for (int i=1; i<n; i++)

{

X = 1*dx; y/*

l

Y=rul +(1-2r)u! +rul,

uli] = func(x);

i
// petla czasowa
for (int t=1; t<=tsteps; t++)
for (int 1i=1,; i<n; 1i++)
unew|[1] = r*uf[i-1] + (1-2*r)*ul[i] + r*ul[i+l];

u < unewy,

Problem: warunek stabilnosci schematu
At _ 1

Ax® 2
Czyli jesli podzielimy domene [0,1] na sto podprzedziatéw (Ax = 0.01), to At < 5-10-,




Analiza stabilnosci

Rozwazmy schemat jawny dla rownania ciepfa:

ou 0u " —u’ 1
= = —2u’; +u; 1
[at ale At (Ax) ) o ) @
Zatem nasz schemat ma postac:
At
n+tl _ _n
U, _uj+(Ax)2<]+1_2u +u ) (2)

Niech D bedzie doktadnym rozwigzaniem réwnania (1).
Niech N bedzie numerycznym rozwigzaniem rownania (1).
Zatem bfad schematu

cs=N-D

Napiszmy rownanie stabilnosci metody numerycznej, ktore opisze ewolucje btedu
w trakcie obliczania kolejnych krokow czasowych.

<roénie:> niestabilnos$é
g

nieroénie—=stabilnosé¢



Rownanie stabilnosci bedziemy badacC za pomocg analizy Fouriera

(metoda von Neumanna).

Rozwigzanie numeryczne mozemy zapisac jako

N=D+¢ (3)

Podstawiajgc (3) do (1), otrzymujemy

D}”l + g}““ -D!-¢’

D}’l

]—|—1

n n n n
,+1 —2Dj —Zgj —I—Dj_1 +e&;,

At

D" -D! &M -¢g]

(Ax)

L2 J
At At

Poniewaz z réwnania (1)

[ D207+ D ] [ e -2e +e)
L ) (&

n+l n n n n
D" -D; | D}, ~2D;+Dj,
At

(Ax)



Zatem n+ n n n o n
g l_gj _ Ea—28;+&,, @)
At (Ax)
Czyli rownanie na btad jest takie same jak rownanie na funkcje u.
Rozwazmy rozktad btedu w pewnym kroku czasowym.
te(xt)
/ / » X

~_

Btad ¢(x,?) mozna zapisa¢ w postaci szeregu Fouriera:

e(x,t)=Y b, (t)e"" (5)

e =cosk x+isink x, (k : liczba falowa)



Poniewaz rownanie réznicowe na btad ¢ jest liniowe, zachowanie kazdego wyrazu
szeregu jest podobne do zachowania catego szeregu. Zatem wystarczy rozwazyc
wzrost btedu typowego wyrazu

e(x,t)=b ()" (6)

Czasowg zaleznos¢ btedu uwzglednimy, przyjmujac, ze amplituda btedu b, jest
funkcjg czasu. Poniewaz btad rosnie lub maleje zwykle wyktadniczo z czasem,
mozemy zapisac

g(x,t)=e"e™ (7)

gdzie k, jest rzeczywiste, ale a moze by¢ zespolone.

Podstawiajgc (7) do (4), otrzymujemy

ea(l+At)eikmx _eatezk X _ r(eateikm(erAx) 2eat ik,,x _I_eatezkm ) (8)

gdzie r= (Ax)2



e" +e

ea(t+At)eikmx . eateikmx _ r(eateikm (x+Ax) . Zeat ik,,x

Dzielac (8) obustronnie przez e et~
Ky AX —ik, Ax
At—lzr(e”’" —24e " )

Korzystajgc z zaleznosci

ip if
e’ +e
cosp =
p 2
otrzymujemy
Y =1+2r(cos f—1)
gdzie
B=k Ax
Korzystajgc z zaleznosci |
: — COS
sin? 2 = P
2 2
otrzymujemy B

e =1—4rsin® =

at zk

) (8)

©)



Definiujemy wspotczynnik wzmocnienia btedu

n+l

E .

— J
G = o
J

Oczekujemy, by btgd nie narastat z kroku na krok

G

Zatem

n+l
J

<1, g(x,t)=e"e"

1—4rsin® 7 <1
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@),

(2),
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1—4rsin®* ™

—1<1-4rsin* 'B

1—4rsm2'8<1:>4rs1n2ﬂ>02>r>0

—1£1—4rsm2ﬂ:>rsm2’8< :>r<1
2 2 2

(1)+(2):>O£r£;

At <1 Warunek zbieznosci

Ax? 2 schematu jawnego (1)




Przypomnijmy sobie, ze wspotczynnik wzmocnienia btedu

n+l

_ J
G = o
Czyli: J .
Y " _ wykfadnik
krok czasowy  ¢; T V¢, potegi
n+l __ n+l 0
e =G"¢,
Zwrocmy uwage, ze nasz schemat jawny (4)
g =2e+¢&
g}?” =&, + At AL (ij)z L= g7+ r[g;‘+1 —2&7 + 8]’.’_1]
mozemy przedstawiC w postaci rownania macierzowego
- T ol o L
1-2r v gl e g
_ ; | . :
v 1-2r v & e g Rownanie wiasne
, -2 . -G z wartosciami
N B wiasnymi G
n+l n

r 1-2r| &y €y En



Zatem mamy uktad rownan iterowanych

n+l n
£ —Gej

Przypomnienie z wykiadu nr 3

Tw. Cigg okreslony wzorem (*) przy dowolnym wektorze x© jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy o(a)<1.

o(a) — promien spektralny macierzy « = max |4, 4,— wartosci wlasne macierzy c.




Twierdzenie powyzsze mowi ham, ze aby nasz schemat nie byt rozbiezny,
to wszystkie wartosci wkasne G muszg lezeé¢ na ptaszczyznie zespolonej
(bo G mogg by¢ zespolone) wewnatrz okregu o promieniu /.

W naszym przypadku wartosci G byty rzeczywiste, wiec wezmy ciekawszy

przypadek:

Zastosujmy schemat:

U,

p+l1 .

ou ou

ot Ox

u? —ul.’l

T U apyy'

At

e

roznica zwykta
Zastepujac u =2 ¢

Pamietajac, ze

oraz, ze

N

roznica wsteczna

p+l _ ( . ) p
6‘] r\&. 8 -I-é‘j

Uwaga: stabilnos¢ kazdego
problemu niehomogenicznego

ou ou
o 1
PARPNRRACL

badamy upraszczajgc rownanie
do postaci homogenicznej.




p+l ( P _ ~P ) P
otrzymujemy i TSI TER)TE
n+1 n+l _0
1 ik ik k. (x—Ax " g =G"¢g.
(90 _ eikmx
ik,,x J

Dzielgc obustronnie przez G’e

G= r(l—e_ik’"m )+1 —l4r—re ™™ = 14p—pe”

GJ

Im

e

Whiosek: schemat jest niestabilny dla kazdego r.
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Zyciowy przykiad... . B fve o

n=1000;

dh=1.0/n;

dt=1.0*dh;

for (x=0; x<=n;x++) {
X= (double) x/n;
u[x] [0]1=0.2%exp (~200% (X-0.

Warunki poczatkowe

0.5)*(X-0.5)); 0.20¢
ul[x][1]=0.2%exp (-200* (X-0.5-dt) * (X-0.5-dt)
I
Jeden krok czasowy:
for (x=0; x<=n; x++) {
L=x-1;
p=x+1; } Warunki brzegowe (periodyczne)
if (x==0) L=n;
if (x==n) P=0;
ulx] [2]=(u[P][1]-2*u[x] [1]+u[L] [1])*dt*dt/dh/dh+2*u[x] [1]-ul[x] [0];
I
for (x=0; x<=n; x++) {

ulx] [0O]=ulx][1];
ulx] [1]l=ulx][2];
s



Mozna obliczy¢ warunek stabilnosci dla podanego schematu, ale nie jest prosto...
G* —2(1-2*sin* (%) )G +1=0

Czyli mamy réwnanie kwadratowe.

r=0.00
1.5

1.0}

15 -10 -05 | 05 10 15




Schemat niejawny Eulera

Wrécmy do rownania ciepta

Byto: Teraz:
Jj+1 J Jj Jj Jj j+l1 j j+1 j+1 j+1
up —u; _ Uy, — 2u; +u; u, —u; _ Uy — 2u; " +u
At Ax? At Ax?
Schemat jawny Schemat niejawny

L

)X( f t+1 <:> i%i (:

X=1 X X + 1

=

P Xi Xi+1

>< - punkt uwzgledniany przy obliczaniu réznicy czasowej

O - punkt uwzgledniany przy obliczaniu réznicy przestrzennej



+1 / +1 1 1
u!" —u! _ul.ffl 2u’+ Jru]+

At Ax?

j+l1

—rul (420 =l =)

i+1 %%

Zatem mamy ukfad rownan z macierzg trojdiagonalna.

[ 1) i +1
1+2r —r (u/* u! +rug”
—r 1+2r -r ul* u’
—r  1+2r -r witr=4 uf >
_’/' .
_ Jj+l Jj+l
i ro 1+ 2r |\ul ) \ul, +rulT

ktory musimy rozwigzac¢ w kazdym kroku czasowym.



Stabilnos¢ schematu niejawnego

Postepujgc analogicznie do poprzednich przypadkéw przyjmujemy po paru
przeksztatceniach

1
 1+4rsin? (%)

co daje ograniczenie na G:

1 <G<L1
1+4r

co jest spetnione dla dowolnego r (oczywiscie wiekszego od zera).

Zatem schemat niejawny jest zawsze stabilny.



Schemat Cranka-Nicholsona

Mozemy wyobrazi¢ sobie bardziej ogolny schemat:

j+l1 Jj ]+1 j+1 ]+1
U —u _ g u! = 2u! +u +(1-0) w!' =2u!" +ul
At Ax’ sz
gdzie 0 < @< 1.
Przyjmijmy 6 = 5.
Pierwsza pochodna czasowa & & H— i+
jako roznica centralna w ¢*//2 6T o
( ] t
I+1 B )
Ou _u;~ —u O—&——
ot At
= 5 it

Druga pochodna przestrzenna
jako roznica centralna wazona

ox* 2

2 / / / l+1 [+1 [+1
ou _1|u_,—2u; +u;, N u, —2u, +u,
(Ax)? (AX)2



Po paru przeksztatceniach

[+1

—rut +2(1+ ) —rul

[
i+1 ]

i+1

=ru, , +2(1—r)u! +ru

A zatem znowu mamy ukfad rownan z macierzg trojdiagonalna.

Mozna pokazac, ze uktad jest zawsze stabilny. 1
0.5
1—2sin? (B/2) | ‘
G= ;\_/{7 21

~1+42sin%(B/2)

- 0.5+

-1t

Przewaga nad schematem niejawnym — btad O(4t?) zamiast O(At).

Poroéwnanie schematow:

Scheme: Iruncation Error: Stability requirements:

Crank-Nicolson | O(Ax?) and O(At*) | Stable for all At and Ax.

Backward Euler | O(Ax?) and O(At) | Stable for all At and A

Forward Euler | O(Axz?) aand O(At) At < 5Az?




x(t) = x¢ + &(t)

0°%x P = oV

otz ¥ Ox
alV

V(x) =V(xy) + I

d%¢ _ ¢

dt?2 ¢




