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Catkowanie numeryczne

Catkowanie numeryczne to przyblizone obliczanie catek oznaczonych.
Metody catkowania numerycznego polegajg na przyblizeniu catki za pomocag
odpowiedniej sumy wazonej wartosci catkowanej funkcji w kilku punktach. Aby
uzyskac doktadniejsze przyblizenie dzieli sie przedziat catkowania na
niewielkie fragmenty. Ostateczny wynik jest sumg oszacowan catek w
poszczegolnych podprzedziatach.

l. Metoda prostokatow
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|(f)=j f(x)dij f (a)dx = f(a)(b—a)

I(f)=_T f(X)dXzi f (b)dx = f (b)(b—a)



Podzielmy przedziat [a,b] na N podprzedziatow.
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Pewnym udoskonaleniem metody kwadratéw jest wybor wartosci funkcji
w srodku przedziatu.
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W przypadku wielu podprzedziatow:
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W przypadku wielu podprzedziatow:
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W przypadku N podprzedziatéw o szerokosci h = (b —a) / N:

UWAGA: Poniewaz wielomian kwadratowy jest okreslony poprzez trzy punkty
(a zatem dwa przedziaty), to liczba przedziatobw musi by¢ parzysta.
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|(f)~* f(a)+4 Zf(x)+2 Zf(x )+ f (b)

1=2,4,6 ]=3,5,7
Jest to wazona suma wartosci funkcji w punktach definiujgcych podprzedziaty.

1 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 1

y4 1 41
N 4 1 b l[] N
xyy) fib
[ S Ry
I ﬂxz)f(x4)f(x5)

fix)

|

|

! |

| |
18 Iy 112

h _h h§h1

1 ,
t X, X3 x4 Xs Xe X7 Xg Xg Xjo Xy Xpp |
xX= xX3=b

X
r-



ll. Metoda Simpsona 3/8

Przyblizamy funkcje podcatkowag
wielomianem trzeciego stopnia.
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W przypadku N podprzedziatow o szerokosci h = (b —a) / N:

UWAGA: Poniewaz wielomian kubiczny jest okreslony poprzez cztery punkty
(a zatem trzy przedziaty), to liczba podprzedziatéw musi by¢ podzielna przez 3.

(0= 1@+3 3T+ Tx]+2 3 10+ ()
1=2,5,8 ]=4,7,10
1 3 3 2 3 3 2 3 3 2 3 3 1
g ‘ [ll 3 ]3 |1]

o ———_—————— e



Przykiad: | = j: xe’*dx  (=5216.93)

metoda metoda metoda metoda
prostokgtow trapezow Simpsona 1/3 | Simpsona 3/8
N=1 436 23847 15898 6819
-91.64% 357.19% 204.79% 30.73%
N=6 4749 6179 5331 5430
-8.95% 18.46% 2.20% 4.10%
N=12 5094 5468 5225 5235
-2.34% 4.83% 0.17% 0.36%
N=18 5162 5326 5218 5220
-1.04% 2.11% 0.04% 0.08%




Oszacowanie btedow
Metoda prostokatow
b b
I(f):jf(x)dXsz(a)dx: f (a)(b—a)
a i a
Btad wynosi E = j f (x)dx— f (a)(b—a)

Rozwijajgc f(X) w szereg Taylora blisko punktu a otrzymujemy
f(x)=f(a)+f'($)(x-a)

gdzie & jest punktem miedzy a i b.

Catkujgc obie strony tego rownania otrzymujemy

[ £ 00 =[[1 (@) + £ (E)x-)bx= f @b-a)+ (£)b-a)

Zatem btgd wyniesie E_L s\ b_a)
5 (5)(b-2a)

Zalezy on od szerokosci przedziatu catkowania i wartosci pierwszych
pochodnych f(X) w tym przedziale.



Btad mozna znaczgco zredukowac dzielgc przedziat na mniejsze podprzedziaty.
Poniewaz 1
E=S f'(&)(b-a)*

to 1. ,
£ = P

Catkowity btad
N
E=YE =Y F'(E)
i i=1

Przyjmujac, ze srednio Z £1(£)
? ~ i=1 |
N
oraz ho (b-2a)
N
(b_a) i
E - hf =
. o(h)



Metoda trapezow

Rozwijajac w szereg Taylora

f(a)=f(x)+ f'(x)(a—x) +; f"(&)(a-x)°
Catkujac

f(a)(b—a) = i f (x)dx + af (b) —af (a) —_?xf ’(x)dx+(13 £"(&)(b—a)®

Pamietajac, ze b

j)'xf "(X)dx = xf (x) —j‘ f (x)dx

f(a)(b—a) = 2? f (x)dx — f (b)(b—a) +é £"(&)(b—-a)®

b

1 1 ., 3
f f(X)dX=2(f (a)+ f(b))(b—a)—lz f"(&)(b-a)

a



' 1 1., 3
!f(x)dx:z(f(a)+ f(b))(b—a)—lzf ($)(b-a)

Przyjmujac, ze $rednio i £(E)
frr it |
N
oraz o (b—a)
N
Otrzymujemy
E=— =3 2 _ o2
12
M . (b _ a) ML 2 2
etoda prostokagtow (udoskonalona) E = Y f"h* =0(h")
b-a) ;1w
Metoda Simpsona 1/3 E= (b-a) f"h*=0(h*)
180
b—-a) ;v
Metoda Simpsona 3/8 E= (b-a) f"h*=0(h*)

80



Ekstrapolacja Richardsona

Idea: zredukowac btgd metody numerycznej z O(h¥) do O(hk+1)
Rozwinmy catke jako funkcje h w szereg wokét punktu h=0.
| = 1(h)+ Kh* + K'h*" + K"h* 2 4

| — rzeczywista warto$¢ calki

I(h) — numeryczna warto$¢ catki

K,K’, K" niewiadome — reprezentujg wartosci btedow

| = 1(h)+Kh* +O(h*?)

Redukujgc h otrzymujemy inne réwnanie na |:
| =1(h/2)+K(h/2)* +O(h*")

Pamietajmy, ze O(h¥*1) w obu réwnaniach jest inne.



Zatem mamy dwa réwnania na |

| = I(h)+Kh* +O(h*"?) (1) oraz
Kh

| =1(h/2)+K(h/2)*+0(h“)=1(h/2)+ X

+0(h*") (2)

Wyeliminujmy wiodacy btad K:

21 -1 =2"%(2) - (1)
(2-1)1 = 2°1(h/2) + Kh* + O(h**") = 1 (h) — Kh* —O(h*™)
=21(h/2) - 1(h) + O(h*")

_2"1(h/2)-1(h)

= |
2k -1

+ O(h k+1)

Czyli wyeliminowalismy btgd Kh¥ i zredukowalismy rzad btedu z k do k+1.



Przyktad: metoda trapezow

= 1(h)— P~ g2

2
| =1(h)+Kh K jest takie same ($rednia warto$é
drugiej pochodnej po f nie zalezy

| =1(h,)+Kh; od h).

Eliminujac K otrzymujemy:

1(h,) - ( jl(h)
| — h,

 _4(h)-1(h)
3

Dla h; = 2h,

Mozna pokaza¢, ze | = | (h) + K h* + K,h* + K;h® +... => Biad O(h?)



Gdy mamy catke obliczong numerycznie z doktadnoscig O(h?) postepujemy
analogicznie:

| =1(h)+Kh
| =1(h,)+Kh?

Eliminujac K otrzymujemy:

| 1(h,) - ( jl(h)
| — h,

Dla h; = 2h, 161(h,)—1(h,)

15

| = Btad O(h®)




Uogdlnienie:

Jesli | jest przyblizeniem wartosci catki przy uzyciu n podprzedziatéw (krok h),
a l,,, jest przyblizeniem wartosci catki przy uzyciu 2n podprzedziatéw (krok h/2)

Jesli oba przyblizenia majg ten sam btad rzedu hP, to nowe przyblizenie catki

2005,
2" -1

n

bedzie miato btad rzedu hP*2,



Metoda Romberga

Metoda ta zwieksza doktadnos¢ oszacowania catki poprzez sukcesywne
zastosowanie ekstrapolacji Richardsona.

k
4 |j+1,k_|jk

Ij,k+1: a% _1 s k=1, 2, 3,
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
O(h?) O(h*) O(h®) O(h®) O(h*)
h I I | ol
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Przyktad:

_ [ va2xqy
| = jo xe2*dx = 5216.926477

Met. trapezow

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
O(h”) O(h™) O(h°) O(h°) O(h™)
h=4 23847.7 824041  5499.68 522484  5216.95
h=2 121422 567098 522914  5217.01
h=1 728879  5256.75  5217.20
h=05 576476  5219.68
h=0.25  5355.95
&= ~2.66%  -0.0527% -0.0053% —0.00168% —0.00050%



absolute error

—a{h)

= = =yih)

—a(h) ||

absolute error

Btad przy catkowaniu podstawowg
metodg trapezow.

By uzyskac¢ btgd rzedu 108 nalezy
przyjacé krok 108 (czyli 108 podprzedziatéw)

Kolejne przyblizenia metodg Romberga
O(h?), O(h%) i O(ho).

Ten sam btgd mozna uzyskac przy
znacznie mniejszej liczbie podprzedziatow.



Kwadratura Gaussa na przedziale [-1, 1]

Dotychczas wszystkie metody wykorzystywaty do obliczenia catki wazone wartosci
rowno rozmieszczonych punktow. Potozenia punktow byly state dla danej metody.

W metodzie zwanej kwadraturg Gaussa nie sg roztozone rownomiernie (ponadto
punkty krancowe rowniez nie sg brane pod uwage). Potozenie punktow oraz
odpowiadajgce im wagi sg dobierane tak, by zminimalizowac btad.
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flf(x)dXchi f(x)=cf(x)+c,f(x)+:-

c

ac f(x)




n=2: [ f(dx=c,(x)+c,f(x)

Dokladna catka dla f = x0, x1, x2, x3

— Cztery rownania z czterema niewadomymi

-

1
f=1 :>J'1dx=2:c1+c2 c,=1
1
1 c,=1
f=x :>_[1xdx:0:clx1+c:2x2 .
o1 2 = ) 1:_
f=x* = | X®dx="2=c¢x2+C,X2 3
I 3
“ 1
o1 =
f=x* = 1x3dx:0:cle+czx§ 3

1 1 1
| :Lf(x)dx: f(—ﬁ)+ f(ﬁ)




Kwadratura Gaussa daje doktadng wartosc,

gdy funkcja f(X) = 1, x, X3, X3, lub liniowa kombinacja

powyzszych.

1
j cos(x)dx =1.68294

1
CoS| ——— [+ CO0S 1.676 Biad 4.2%
( 3 j (r) wnen




c,f(x,)

c, f(x,)+

n=3: I_llf(x)dxzclf(xl)+

ac f(x) = x°, x1, x2, x3, x4, x°

_



Szes¢ rownan z szescioma niewiadomymi

1
f :1:>J'xdx:2:cl+cz+c3
-1

1
f :x:>jxdx:O:cllerczxz+c3x3
-1

1
2
f=x*= szdx = = =CX +C,X; +C,X;
3
-1

1
— 3 3y — ) — 3 3 3
f=x :>_[x dx =0=CX] +C,X; + C;X;
-1

1
2
f=x*"= jx“dx:—:cle +C,Xs +C,X;
5

-1

1
3) 5 5 5 5
f=x :>_[x dx =0=CX +C,X; +C3X;
-1

= 3




1 5 3,.8 5. 3
| =Lf(x)dx=§f(—\g)+§f(0)+§f(\g)

1
jcos(x)dx =1.68294
-1

1 1
cos| — — |+cos| —— |=1.676 Btad 4.2%
( ﬁ) (\@j

> cog F +8003(O)+5003 F —1.68285 Biad 0.005%
9 5) 9 9 |5







Wagi i potozenia punktéw Gaussa sg stuszne tylko w przypadku catkowania
w granicach [-1, 1].

W ogolnosci konieczna transformacja zmiennych:

j-f(x)dx=<

-

dx:;(b—a)dt

\

x:;[t(b—a)+a+b]\

1

>:jf
-1

J

|

(b—a)t+a+b

2

J

(b-a) 4
2



Przyktad.:

[y a2X Ay
| = jo xe2*dx = 5216.926477

x=b_2at+b;a=2t+2; dx = 2dt

4 2x 1 At+4 1
| = jo xe>*dx = L(4t+4)et dt = Lf(t)dt

Przyblizenie czterema punktami Gaussa:

| = jll f (t)dt = 0.34785| f (—0.861136) + f (0.861136)]

+0.652145 f (-0.339981) + f (0.339981)]
—5197.54375 (¢ = 0.37%)



Caftki wielokrotne
b
| =j f (X, y)dA:IG(x)dx

p(x)

G(x) = [ f(xy)dy
g(x)
6"‘0 '40 .48
3.54 ‘70 '54
0 72 .64 24
0 4 8

()= DD 1100+ (5.0

i=1

4[(0+40)+(40+48)] — 256

!

4[(54+70)+(70+54)] — 496

!

o— 4[(72+64)+(64+24)] —> 448

!

3[(448+496)+ (496 + 256 )] = 2688



