Metody numeryczne
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Rozniczkowanie numeryczne

Wzory rézniczkowania numerycznego znajdujg zastosowanie wtedy, gdy trzeba wyznaczyc¢

pochodne odpowiedniego rzedu funkcji f(x), ktora okreslona jest tablicg lub ma

skomplikowang postac analityczna.

Dwa podstawowe sposoby rézniczkowania numerycznego:

1.

2.

Metoda réznic skonczonych — metoda polegajgca
na przyblizeniu pochodnej funkcji poprzez skonczone
réznice, w zdyskretyzowanej przestrzeni. Mozna jg
wyprowadzi¢ wprost z ilorazu réznicowego, badz

z rozwiniecia w szereg Taylora.

Rézniczkowanie funkcji aproksymujacej —
aproksymujemy punkty wyrazeniem, ktore moze byc
tatwo rézniczkowalne, np. wielomianem, funkcjg
wyktadnicza, itp.
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Rozniczkowanie numeryczne

Wzory rézniczkowania numerycznego znajdujg zastosowanie wtedy, gdy trzeba wyznaczyc¢

pochodne odpowiedniego rzedu funkcji f(x), ktora okreslona jest tablicg lub ma

skomplikowang postac analityczna.

Dwa podstawowe sposoby rézniczkowania numerycznego:

1. Metoda réznic skonczonych — metoda polegajgca
na przyblizeniu pochodnej funkcji poprzez skonczone
réznice, w zdyskretyzowanej przestrzeni. Mozna jg
wyprowadzi¢ wprost z ilorazu réznicowego, badz
z rozwiniecia w szereg Taylora.

2. Rézniczkowanie funkcji aproksymujacej —
aproksymujemy punkty wyrazeniem, ktore moze byc
tatwo rézniczkowalne, np. wielomianem, funkcjg
wyktadnicza, itp.

W przypadku silnie zaszumionych
danych rézniczkowanie metodg
réznic skonczonych moze dac¢

fatalny efekt.
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Wyprowadzenie metody réznic skonczonych ze wzoru Taylora

Rozwiniecie funkcji analitycznej f(x) w otoczeniu punktu X w szereg Taylora
mozna wyrazi¢ w postaci

f(x+h)= f(x)+— f(l’(x)+2 f @ (x)+- ih—klf(k)(x)
k=0 K-

Zdefiniujemy operator rézniczkowania

Df (x) = f P (x)

DX f (x) = D(D**f (x)) = f ©(x)
Zatem hD 22

f(x+h) =1+ +--)f(x) =e™ f(x)
l 2!
Zdefiniujmy operatory roznicy zwyktej A, i wstecznej V.
Af (X) = f(x+h)— f(X) VE(X)=Tf(X)— f(x—h)

Czyli

f(x+h)=1+A)f(X)
Z porownania zaleznosci uzyskujemy wzor na rownosc¢ operatorow

1+A)=e"™



1+A)=e"
Logarytmujgc obustronnie otrzymamy

hD =In(1+ A)

D =1In(1+A)

Podnoszgc obustronnie do potegi k-tej, uzyskamy
k 1 I k
D — h_k[ n(l + A)]

: . _ NN A
Poniewaz In(1+A)=A—-5+5—4-+--

2 3 4
Dkzik(A—A LN A
h 2 3 4
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Mozemy zatem wyprowadzi¢ wzory na dowolne pochodne funkcji f(x) wyrazone
za pomocg roznic zwyktych:

k=1

f(l)(x):%[Af ()~ LA F (0 + 1A% (%)~ 244 () + -
k=2

£ (x) :hiz[AZf(x)—ASf(x)+%A4f(x)—gA5f(x)+-.-]
k=3

F9 00 =S5 IA 100 - 24100 + 147100 = 41 (4]



Sprawdz, ze

(%) — T(%)
h
£1(x) = —3f (Xi)+4f2(ri(i+1)_ f(X,,)
£1'(x) = f(xi)_Zf(I:(inrl)_'_ f(X,,)
2f(x)-5f(x ,)+4f(x, ,)—-3f(x,;)

f'(Xi):

f”(xi):

h2



Zrobmy to samo za pomocg roznic wstecznych. Zauwazmy, ze

L-V)A+A)f (X)) =@Q=V) f(x+h)= f(x+h)=Vf(x+h)
= f(x+h)=[f(x+h)— f(X)]= f(x)

Zatem

a+4)=(-v)*
1

Wstawiajac powyzszy wzor do wzoru DY = [In(l + A)] otrzymujemy

hk

« 1 B —1k_1_ VAL L
D" = Ina-v)™] = [Fn@-v))

2 3 4
Poniewaz IN1-V)=- V+V .|_V _|_V 4.
2 3 4

1(_ vz vd vt
DK:F(V+2+ + +]



(o v veovt Y
D= |V+—+—+—+--
h 2 3 4

Mozemy zatem wyprowadzi¢ wzory na dowolne pochodne funkcji f(x) wyrazone za
pomocg roznic wstecznych:

k=1

FO0) = V100 + 372 (04372 F (4]
k=2

f<2>(x)=hi2[v2f(x)+v3f(x)+%v4f(x)+.--]
k=3

M=V F 0+ 394100+ 275 F (9 + V100
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Roéznice centralne

Wyprowadzone wczesniej wzory rézniczkowania numerycznego funkcji f(x) w
punkcie x =X, majg te wade, ze wykorzystuje sie w nich jedynie wartosci
funkcji f(x) dla argumentow lezgcych z jednej strony X, . Wady tej nie posiadajg
wzory wykorzystujgce wartosci funkcji f(x) po prawej i po lewej stronie punktu x
= X, S9 to wzory symetryczne, oparte na réznicach centralnych.

A 1(X)
Prawdziwa pochodna

Roznica
zwykta

'™ Réznica
: centralna
---1-~ % Roznica wsteczna
‘ |
<— h _ h ——=
& o P = X
X, -h X, Xt h



f(x+2j (1+hD (hj D 3 f (0= (0)

2 1 2
hD (h) D? -7p
( j "0 (Zj Dyt =e 2 f ()

Zdefiniujmy operator réznicy centralne;

ot ()=f(x+3)—-T(x=3)



Zatem
" Mp
5f(x):{e2 —e ? }f(x)

h h
5 =e? —e 2 =2sinh(1D)

: h
arcsinh(4) =, D

D= iarcsinh(g)

Rozwijajgc w szereg Taylora:

AW 11(5)3 1.3 1(5)5 1.3-5 1(5)7
D="| - | |+ 2| - | - ]+
h{2 23l2) "2.45(2) 2.4.67\2




~2{5}:5
hl 2] h

x5~ F(x=1)
h

Df (x) =

DZf(X): D{f(X-i-g); f(X—g)}:ﬁ(Df (X+%)—Df (X_g))

_1(f(x+h)— f(x) (f(x)- f(x—h)))_ f(x+h)=2f(x)+ f(x=h)
“h h h - h?



i D 53+355 557 . 3559 635! .
1 —_— 1I'CS1INN — = _—— _ —_
Arestiit S 24 T 640 7168 294.912  2.883.584
q 54 56 58 510 812
(hD)? =8 — — + — — — +

12 90 560 ' 3150 16.632

8f(x) = f(x + 3h) — f(x — 5h)

if (x) = 3(f (x + 3h) + f(x = 3h))
operator / 7 i i

usredniania 1

=148 p=148%/4

)—1/2_ (1 53+354 586 N 35688
— £ S T 128 1.024 ' 32.76%

5% & 50 58
lD:(l——_ o _ 2 __)
! 6 T30 140 T 630 a

| = (1+152

b



Oszacowanie btedow

f(x+h)= f(x)+ZT(k! f 0 (x)

W szczegodlnosci:

f(x+h) = f(x)+hf O (x)+0(h?)+0(h®) (1)
f(x=h)= f(x)=hf Q(x)+0(h2)—0O(h%)  (2)

0(h?) << O(h?)

f(x+h)—

7 réwn. (1) = f O (x) = FO) | ohy+o(h?)

f(x)— f(x—h)
h

Z réwn. (2) — f O (x) = +0(h)—0(h?)

2 rown. (1) — (2) = f (x+h) — f (x—h) = 2hf @ (x) + O(h%)

f(x+h)— f(x—h)
2h

FO(x) = +0(h?)



Podsumowanie

Pierwsze pochodne

Dwupunktowe roéznice zwykte

Trzypunktowe roznice zwykte

Dwupunktowe roéznice wsteczne

Trzypunktowe réznice wsteczne

Dwupunktowe roznice centralne

Czteropunktowe réznice centralne

Drugie pochodne

Trzypunktowe réznice zwykte
Trzypunktowe roznice wsteczne

Trzypunktowe roznice centralne

Pieciopunktowe roznice centralne

£(x) =
£(x,) =
£(x,) =

f”(xi):

f(X.)— T(X)
h
Fr(x)= —3f(x)+4 fz(ri(m) — f(X,)
= 100 105
f (Xi_z) —4 f (Xi—l) + f (Xi)
2h
f I(Xi) — f (Xi+1)2_hf (Xi—l)

f'(x)= f(X_,)—8f(x_)+8f(x,)—f(X.,)

f'(x)=

F06) =

12h

FO) =21 (%) + F(X,,)

h2

F(Xio)—2F(x.)+ F(x)

h2

F(6)=2106) + T(x.,)

h2

— (X)) +16F(x 1) —30(x)+16 f (x;,,) — T (X..,)

12h?

O(h)

O(h?)

O(h)

O(h?)
O(h?)
O(h*)

O(
O(
O(
O(




Rozniczkowanie za pomocg wielomiandw Lagrange’a

Zapiszmy wielomian przechodzacy przez trzy punkty (X;, ¥i), (Xi+1, Yis1)r Kisos Yieo)

f (X) _ (X o Xi+1)(x o Xi+2)
(X — X)) (X — Xis
Rozniczkujgce

Xisg — X

1+2

)= X

y; +
(Xi o Xi+1)(Xi B Xi+2) (Xi+1 —X )(Xi+1 o Xi+2)

Podstawmy X = X, ,

X.

i1+1

—X.

1+2

(%) =

(X=X )(X—X,,)

)Yi"‘

(Xi+1 =X )(Xi+1 _ Xi+2)

2X =X — X,

2Xi+1 o Xi o Xi+2

(X=X )(X = X;4)

yi+1 +

(Xi+2 - Xi)(xi+2 - Xi+1)

2X =X = Xy

yi+1 +

y; +
(Xi B Xi+1)(Xi B Xi+2) (Xi+1 =X )(Xi+1 B Xi+2)

yi+1 +

(Xi+2 —X )(Xi+2 B Xi+1)

Xig — X

Yii2

yi+2

(Xi+2 =X )(Xi+2 B Xi+1)

Yii2



f '(X ) _ Xi+1 2Xi+1 o Xi o Xi+2
i+1/7

y; +
(Xi o Xi+1)(xi B Xi+2) (Xi+l —X )(Xi+1 B Xi+2)

—X.

1+2

Vo, + X =X y
i+1 i+2
" (Xi+2 o Xi )(Xi+2 o Xi+1) "

Uwagi:

1. Gdy punkty sg rownomiernie roztozone, czyli X,, - Xi,1 = Xjrg - % =h

P = 0y Ty oy
" (=h)(=2h) 7" (h)(=h) a (2h)(h) "
: - Yieo = Yi Wzor dla roznic
f'(x )=
(%.1) h on Y2 T 2h centralnych

2. Zaleta nr 1: punkty nie muszg by¢ rownomiernie roztozone

3. Zaleta nr 2: mozemy policzy¢ pochodng w dowolnym punkcie miedzy X; a Xi,.,.



Btad w rézniczkowaniu numerycznym

Rozwazmy funkcje f(X) = e*

Policzmy pochodng w punkcie x=0 korzystajgc z dwupunktowych réznic centralnych.

f'(x)= F(%ua) = T06) +0(h?) gdzie x,, =h oraz x_, =-h

2h i X
e —e
f'(0) = +0(h?)
Podczas obliczen komputer wprowadza btgd zaokrgglenia
e" »>e"+R e" >e"+R,
Wartosci doktadne
h -h h —-h
R —-e " —R — R, —R
fro)=""T"% TR g2y =© 2he L T4 O(h)
— ——
Btad Btad

zaokraglenia obciecia

Gdy zmniejszamy h, btgd obciecia maleje,
ale bfad zaokraglenia rosnie. btad

catkowity 1

v



Pochodne czgstkowe

Proste rozszerzenie metod dla pochodnych zupetnych (jednowymiarowych)

()

16742
CB 7\ 7\
LD 6.+ [+L+D
Os= - O - O (O - QO,. ]
(|-2, J) (I-l, J) (|1 J) (|+11 J) (|+21 J)
LD 6D [+LD
(i, j-2)

q -‘ ‘ ]
X OX 2h L .
32 .I: 1 '. ‘ ‘ ]
XX aXZ h2 -




Operator Laplace’a V*f =f  +f




Pochodne mieszane
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Bilaplasjan (operator bi-harmoniczny)

Vi =

—

0*f
o x*

0°f 0 f

+ 2 + ~

0 x°0 y2 oy"

@6@

i4<@—6 @

J+2

J+1




