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Obliczanie wartosci wtasnych i wektorow wtasnych

Niech M bedzie kwadratowg macierzg n x n. Wéwczas M wyznacza
przeksztatcenie liniowe przestrzeni R" w siebie.

Niech v € R" bedzie pewnym niezerowym wektorem oraz niech L bedzie
prostg wyznaczong przez ten wektor.

Definicja. Jezeli przeksztatcenie M przeksztatca prostg L w siebie, to méwimy,
ze V jest wektorem wtasnym przeksztatcenia M. Oznacza to, ze

M-v=A-V

dla pewnej liczby rzeczywistej A, zwanej wartoscig wtasng zwigzang z wektorem
wilasnym V.
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Obliczanie wartosci wtasnych i wektorow wtasnych

Chcac znalez¢ wartosci i wektory wtasne musimy rozwigzac réwnanie:

X X
M { } — ﬁ{ } M — macierz, 1 - skalar
y y

M X .y _ Przeksztatcajac...
y

nawias, musimy zamienic skalar na
macierz mnozgc go przez macierz

O} By moc wyciggnac wektor przed
jednostkows.

Wyciggamy wektor...



Obliczanie wartosci wtasnych i wektorow wtasnych

M = a b Zapisujgc M jako macierz
dwuwymiarowa:

rownan:

{a b} {ﬁ, 0} Mozemy teraz napisaé jawnie ukfad



Obliczanie wartosci wtasnych i wektorow wtasnych

Jesli wyznacznik macierzy (M- Al) nie
a-4 b X _ 0 jest réowny zero, to mozemy pomnozy¢
C d-A y 0 obustronnie to rownanie przez macierz
odwrotna:

zerowy, nie wyznacza on zadnej
prostej.

a—7» b - 0 Oznacza to, ze nasz wektor to wektor
A

musi byC rowny zero. Czyli jest to
macierz osobliwa.

{X} {O} Zatem, wyznacznik macierzy (M- Al)



Obliczanie wartosci wtasnych i wektorow wtasnych

_ O Wazne réwnanie —
d Z o tak szukamy wartosci wiasnych.

(a-4)(d—-2)-bc=0

/12 — (a + d )/’L -+ (ad — bC) — () Rownanie charakterystyczne.

Wartosci wiasne okreslajg wielkos¢ przeskalowania potozenia punktu
(wektora wodzgcego) w przestrzeni. Mozemy miec€ jedng, dwie, lub
brak rzeczywistych wartosci wkasnych w macierzy 2x2.



Jaka jest wartos¢ wtasna czerwonego wektora?

A niebieskiego?




Obliczanie wartosci wtasnych i wektorow wtasnych

Gdy znajdziemy juz wartosci wtasne, mozemy podstawic je do
naszego pierwotnego réwnania by znalez¢ wektory wiasne.

M X _ /1 m To jest wektor wtasny. Uwaga:
— / nie jest on jednoznaczny.
y M Wyznacza kierunek. Wiele

innych wektorow tez wyznacza
ten sam kierunek.

By rozwigzac to rownanie, trzeba przyjg¢ dodatkowy warunek (np. dtugos¢
wektora, wartos¢ jednej sktadowej, itp.)



Znajdz wartosci wtasne i odpowiadajgce im wektory wtasne macierzy A:

L1l AT
oy i {_24 42Mm

2 3-4 ~4x+4y =0
(1-4)(83-4)-8=0 2x—2y =0
A*—41-5=0 1 1--1 4 X 0
A=-1-> =
(1-5)(1+1) =0 1 2 3—-1]||y 0
4 =51 =—1 2 4] X _ 0
2 41|y 0
Odpowiada 2x+4y =0
wartosci wtasnej 5 2X+4y =0

-1 wartosci wiasnej -1

{ 2 } <4~ Odpowiada



Zastosowania

Réwnanie Schroedingera:

Funkcje falowe elektronow w atomie wodoru mogg
byC postrzegane jako wektory wtasne operatora
energii i momentu pedu. Wartosci wiasne
reprezentujg wartosc energii (n = 1,2,3,...)

i momentu pedu (s, p, d,...).

Analiza skiadowych giéwnych PIS

TR LPR
Metoda statystyczna umozliwiajgca SLD

zrzutowanie wysokowymiarowego zbioru
danych na dwa lub trzy wymiary. Umozliwia
ona wybrac te kierunki wersorow, ktore
charakteryzujg sie najwiekszg wariancjg
danych.

niezIzeszeni

.
i"\‘f‘



http://en.wikipedia.org/wiki/File:HAtomOrbitals.png

Mechanika drgan

Wartosci wtasne reprezentujg
naturalne czestosci drgan uktadu
ztozonego z kilku elementow.

Wektory okreslajg mody tych drgan.

Dynamika ruchu obrotowego:

Moment bezwladnosci
trojwymiarowego obiektu bez
zadnych osi symetrii jest dany
macierzg 3x3. Wektory wtasne —
kierunki osi przechodzgce przez
srodek masy, wokot ktorych obiekt
moze sie obracac bez precesiji.
Wartosci wkasne — wartosci
momentu pedu dla danego
kierunku.

B’M i

4

' (a) f,=16.656 Hz.

t ¢ |

m
1.0 0. 49:53,42. .

1.0 052... 0.21...

(b) £,=13.130 Hz.

1
1.0 2.14... 0.59...
(c) f;=7.084 Hz.



Metoda potegowa (iteracji wektorow)

Mozna jg stosowac dla znajdowania wartosci wtasnej o najwiekszym module
| odpowiadajgcego jej wektora wtasnego.

Rozwazmy macierz [A], ktéra ma n réznych rzeczywistych warto$ci wtasnych
A1, Ay, ...y Ay 1 N ZWigzanych z nimi wektorow wiasnych [u],, [U],, ..., [U],.

Ponumerujmy wartosci wtasne od najwiekszej do najmniejszej:

Aq] > 2] > > A

Wspomniane wektory stanowig baze w tym sensie, iz kazdy inny wektor
moze by¢ przedstawiony jednoznacznie jako ich kombinacja liniowa.

[X]1 = 1[U]1 +C2[U]2 +...+C, [u]n

gdzie C; — state skalarne 0.



[X], =c,[u], +¢,[u], +...+c, [u], Pomnozywszy przez [A]:

[AllX], = ¢,[A]lul, + C,[Allu], +...+ C,[A]lu], =

Clﬂ’l[u]l +Cy4, [u]z +...+C4, [u]n =

&[[u]l 2 ﬂf U], +..+ C“j: [ul, j

l Cl

CA[X],

[x], =[u], + I[u]ﬁ +f;f“ [ul,



c,A
[X], =[u], + Cote [u], +...+ " "[u], Pomnozywszy przez [A]:
C 1

[AllX], =[A]lu, + 2/112[A][UI]ZJr +C”ﬂ: [Allu],

1 1

2 2 nﬂ“n
[AllX], = Alu], + ca AUl + ot ) A, Lul;

1 1

2

], + jl ful, + .+ ﬂl ul,

1

_ ﬂl{[ull z [ul, + ..+ f;j: l, }

1 1

= A[X]s



2 2
[X], =[u], + Gz “[ul, +..+ Cott >[ul, Pomnozywszy przez [Al:
C 1

AT, =TT, + 2 TATL, +.. 2 AT

1 1

(AT, = Alul, + 72 A ful, +. 5% 2 [ul,

Gy CiA

], + i ful, + .+ 21 ul,

1

_ ﬂl{[ull i [ul, + ..+ ii l, }

1 1

= Alx,



Widac zatem, ze kolejne iteracje dadza:

[, =[ul + 7 U, . 7 U],

1 Cl
e =[]+ 73 [, .+ 73 [,

3

[0, =[ul, + i [ul, + i l,

1

(Xl =[]+ 27 ] ot 070 ],

A :
Pamietajmy, ze 21'<1 dla i>1

Zatem [X].,=[u}, dla k—owx



AllX) = Ac[X],
X, =Alxl, =) [Al[AIAIX, = A44¢[X],

Al[X], = 41X, Il
[A]k [X]l — Zicl[x]kﬂ — Zicl[u]l

>
<

Przypomnienie: jesli [u] jest wektorem wtasnym, to k[u] tez jest wektorem
witasnym. Tylko kierunek wektora wlasnego ma znaczenie. Jego dtugosc¢
mozemy przyjac dowolnie.

My przyjmiemy jego diugosc¢ rowng 1 (znormalizowany wektor wtasny). DzieKi
temu prawa strona ostatniego rownania nie urosnie lub nie zmaleje poza
zakres liczb zmiennoprzecinkowych.



Algorytm:

1. Wybierz wektor poczatkowy [X,] i znormalizuj go.
[X,]
[Yol=1 "
7!
2. Pomnoz [y,] przez [A]. Otrzymany wektor znormalizuj.
[X,]
[Ally ]=Dx.] [y.]=
e £
3. Pomnoz [y,] przez [A]. Otrzymany wektor znormalizu.
[X,]
[Ally.]=[x.]. [y.]=
ST Ik

Powtérz ostatnig operacje m razy. Gdy m jest duze, to [y,,] = [V 1] Wtedy
réowniez [y, ] = [U,] (wektor wiasny znormalizowany). Zatem z zalezno$ci:

[AllY.]=AlY.]

Znajdziemy wartos¢ wiasna.



Przyktad: 4 1 0 (1]
[A]l=|0 2 1 | %= Krok [u,] A
0 0 -1 1 1 [1 -0.6 -0.2] 5
] o 2 [l 0.217 0.0435] 4.6
4 5 1
l.]o0 2 1 |1]|=|-3| =5-06 3 [1 0.1134 -0.0183] 4.2174
0 -1)1| |-1]  |-0.2]
] N ] ) 4 [1 0.0526 0.0025] 4.1134
4 1 1 4.6 1
210 11 —06l=| 1 |2ag 0217 | e e
0 0 -1]-02]| |02 0.0435 k 1 0 0 4
4 1 0 1 1 [ 421747 -1
3.0 1 || 0.217 |=| 0.4783 | =4.2174| 0.1134
0 0 -1]0.0435| |-0.0435] -0.0183
4 1 o 1 ] [41134 1]
4 |0 1 | 0.1134 |=|0.2165| =4.1134 0.0526
0 0 -1]-0.0183] |0.0103] 0.0025




ZbieznosSC metody potegowe;

L _[065 035 A =1, A,=03
0.35 0.65 05
05
1.0%
o 0.85 0.15
“l015 085 M=1 2,=07
Zbieznos¢ metody zalezy odj1 :
2
C ﬁ c A
[Xlio =[ul + T lluly +..+ "0 LUl
i) h

Przypadek, gdy [X], nie ma sktadowej w kierunku [u], (¢, = 0).



Przyktad: Google PageRank
Kazdej stronie P w sieci przypiszemy liczbe — miare jej waznosci I(P).

Zatozmy, ze strona P; ma |; odnosnikow. Jesli jeden z tych odnosnikow prowadzi do strony P;, to
P; wniesie wkfad do waznosci P; w wysokosci I(P))/l;. Zatem waznos$¢ P; bedzie sumg wszystkich
wktadow stron, ktdrych odnosniki prowadzg do tej strony.

Z | (Pj) Klasyczny przyktad problemu
| o jajku i kurze.

Stworzmy macierz odnosnikow:
. Suma elementow w kazdej

/j dla Pj € S(P) | kolumnie wynosi 1 (chyba, Ze strona
ij — odpowiadajgca tej kolumnie nie ma

0 dla Pj S(R) zadnych odnosnikéw do innych stron.

oraz wektor:
| = [| (PI )] Wektor waznosci stron.

Zatem: | = HI | jest wektorem wtasnym macierzy H
o wartosci wtasnej rownej 1.



o o0 0 0 0
1/2 0 1/2 1/3 0
/20 0 0 0
o 1 0 0 0
H=119 ¢ 1/2 1/3 0
00 0 1/3 1
00 0 0 1
00 0 0 1
Zastosujmy metode potegowg 11 =H [k
| 0 |1 | 2 |3 | 4 | 60 | 61
1 1|0 0 0 0.0278 0.06 0.06
0 |05 |025 |0.1667 0.0833 0.0675 0.0675
0 |05 |0 0 0 0.03 0.03
0 |0 0.5 0.25 0.1667 0.0675 0.0675
0 |o 0.25 | 0.1667 0.1111 0.0975 0.0975
0 |0 0 0.25 0.1806 0.2025 0.2025
0 |0 0 0.0833 0.0972 0.18 0.18
0o |0 0 0.0833 0.3333 0.295 0.295

[ I e I e

= O O O O O O O

o O o O O
|




Odpowiedzmy na trzy pytania:

* Czy cigg I¥ jest zawsze zbiezny? NIE!
 Czy wektor koncowy nie zalezy od wyboru wektora poczatkowego? NIE!
« Czy wynik zawiera informacje, o ktérg nam chodzito? NIE!

Konieczne modyfikacje.

Modyfikacja nr 1

00
Rozwazmy przyktad: ®_@ H :L 0}

10111 [12]13= Wezet bez wyjscia
1 |0 |0 0
O |1 |0 0

Rozwigzanie: catg kolumne odpowiadajgcg takiemu weztowi wypetniamy H = 0 %
liczbami 1/n. (Prawdopodobienstwo przejscia do dowolnej innej strony
jest takie samo).



Modyfikacja nr 2

o O RS N NE AT
© 00001 1 o o |o |o |1
10000
e H=l0 1 0 0 0 o |12 |o |o |o |o
00100 o o [1 |o |o |o
(3) 00010
(7) - - o o |o |1 |o |o
o o |o o |1 |o
Co do licha??? M=l A, =1

Zbieznos¢ metody zalezy Odjf :
2

Twierdzenie Frobeniusa-Perrona.

Jezeli macierz nxn jest macierzg pierwotng, to jedna z jej wartosci wtasnych jest dodatnia i wieksza
co do modutu od pozostatych wartosci wiasnych.

Macierz A jest macierzg pierwotna, jesli istnieje takie k, ze kazdy element macierzy Ak jest dodatni.



Zmodyfikujmy naszg macierz H: Macierz, w ktorej wszystkie

elementy rowne sg 1.
G=q-H +(1—a)11/

/ n
\ Prawdopodobier'lstwo,

z jakim wybieramy nastepny
wezet losowo.

Macierz Google Prawdopodobienstwo,

Z jakim poruszamy sie po sieci
zgodnie z macierzg H

Im wieksze o, tym wiekszg wage przyktadamy do macierzy rzeczywistych potgczen H.
Dla macierzy Google udowodniono, ze |iz| = a. Zatem o powinno byc¢ jak najmniejsze.
Jako kompromis, twércy tej metody wybrali o = 0.85.

Liczba iteracji konieczna do uzyskania zbieznosci — 50 = 100

Rozmiar macierzy 25 * 10° stron.

Obliczanie wektora | trwa okoto 24 h.



Odwrotna metoda potegowa
Stuzy do okreslenia najmniejszej wartosci wiasnej.
[AI[X] = AlX]
[AT[A]IX] = A[A][X]
[x]=A[A]"[X]

(A1 =2

~ jest wartoscig wlasng macierzy odwrotnej [A].

Zatem rownanie iterowane ma postac:

X1 = [A]_l[x]k

Liczenie macierzy odwrotnej jest nieefektywne obliczeniowo. Lepsza postac tego rownania:
[A] [X]k+1 = [X]k

A to juz rozwigzujemy np. metodg LU.



Dekompozycja QR

Idea:

1. Macierze podobne majg te same wartosci wtasne.
2. Wartosci wkasne macierzy trojkgtnej gornej to elementy lezgce na przekatnej gtéwne,.

Zatem sprobujmy przeksztatciC naszg macierz, na macierz podobng, ktora jest macierzg trojkgtng gorna.

Definicja: Dwie macierze kwadratowe A i B nazywamy macierzami podobnymi, jesli istnieje taka
macierz nieosobliwa P, ze zachodzi zwigzek:

B=P'AP

Definicja: Macierz Q jest ortogonalna, jesli wektory g; utworzone z jej kolumn majg dtugosc¢ 1 i sg
wzajemnie prostopadte. Czyli, Q = [q, ..., ¢,], dla kazdego j mamy |q;| = 1 oraz g;*q; = 0 dla i =].

Q'Q=1
QQ' =1
Q' =Q"

Transformacje ortogonalne nie znieksztatcajg obrazéw (odpowiadajg za rotacje i odbicia).



Podstawowa idea dekompozycji QR polega na utworzeniu iterowanej sekwencji
macierzy {[A;]} podobnych do pierwotnej macierzy [A], ktére zbiegaja do takiej
postaci, ktorej wartosci wlasne sg dostepne.

Twierdzenie: Niech [A]eR™" i niech |A,| > ... > | &,| > 0. Wtedy sekwencja {[A;]}
dana ponizszym algorytmem zbiega do macierzy trojkatnej gorne,;.

Algorytm

Zwroémy uwage, ze

[Alk = [QL[RIk [Ali1 = [RIIQIk

[Ql"[Alk = [Ql" [QL[RI« _
[Al = [QlTALIQIK
[R], = [Q]«"[A]

K
Czyli [A]y.1 1 [A]y to macierze podobne.




Macierz Householdera

Macierz Householdera H zwana réwniez refleksjg (odbiciem) symetryczna i
ortogonalna macierz przeksztatcenia wektora, ktore odbija go wzgledem
pewnej ptaszczyzny.

Metoda Householdera jest najczesciej uzywang metodg dekompozycji QR.

2
[HI=011- o VIVT
[V] [V] [v] — wektor okreslajgcy
[H][X]=[X]' ptaszczyzne odbicia




Schemat dekompozycji przy pomocy macierzy Householdera

Wektor odbicia [v] musi zapewni¢ nastepujacy cigg przeksztatcen macierzy [A]:

1. Wezmy pierwsza kolumne i znajdzmy wektor [Vv] taki, aby pierwszy wektor

(kolumna) macierzy [H][A] miat tylko Jedna sktadowa.
x| x x X la] x' X' X'

X| X X X :D 0 x x' x

X| X X X 0 x x' x

IX] X X X 0] x* x' x|

[A] [H]'[A]

2. Kolejny wektor [v] powinien zmienié¢ drugg kolumne macierzy [H]}[A] (tak,
by kolumna ta w nowej macierzy [H]?[H]}[A] miata tylko dwie skiadowe)
| jednoczesnie zachowac posta¢ pierwszej kolumny [H]'[A],

o [X| X' X o B X" X"

0 |x] x' X 0 |B| x" X"

0 [X| x' X |:> 0 |0] x" X"
10 |x] x' X' 0 |0 x" x"
H]'[A] HIF[H][A]

3. | tak dalej...



Takg transformacje zapewnia wektor:

[vl=[a ]+ a[e]

gdzie
« wektor [a;] — jest I-tg kolumng aktualnie przeksztatcanej macierzy
z zerami w wierszach < |

* ||al| - jest dlugoscig (norma) wektora [a]
« wektor [e] — wektor zerowy, ktérego I-ty element jest réwny 1.



Przyktad

2 -1 1] [2.73]
[A] =||1] 4 5 V]=[1|+-/3|0|=| 1
4 1 1) 0] | 1 |
[2.73] (2.73] (7.46 2.73 2.73]
M[V]=[273 1 1] 1 |=9.46 VIV =| 1 [273 1 1]=|273 1 1
1 1] 273 1 1
(1 0 0] (746 273 2.73] [-058 —-0.58 —0.58]
H]=[11-- 2 MM =0 1 o|--%]273 1 1 |=|-058 079 -—0.21
[V] [V] 9.46
0 0 1] 273 1 1 | |-058 -021 0.79 |
[-0.58 -0.58 -058[1 2 -1] [1.73 -577 -2.89
[H][A]=|-0.58 079 -021|1 4 5|= 0 115 431
-058 -021 079 |1 4 1| | 0 115 031




1.0
0.8
0.6
0.4

~0.0 3




(1.73| =5.77 | —2.89
[H][A] = 1.15 | 4.31
] 115 | 0.31 |
-0
V' [v]=[0 2.79 1.15] 2.79|=9.10
115
, (1 0
[H1=[11-—-—-[V]v]' =|0 1
[V] [v] 0 0
(1 0 0 |-
[HL,[HL[A]=|0 -0.71 -0.71

0 -071 071

V]

— O O

1.73
0
0

0 0] [ 0
[V]=|1.15 |+ /2.64|1 |=| 2.79
1.15 0| [115]
0 | 0 0 0 |
M =|2.79[[0 2.79 1.15]=|0 7.77 3.22
1.15 | 0 322 133
0 0 01 o o0
9210 0 7.77 322|=|0 -0.71 -0.71
“lo 322 1.33| |0 -071 0.71 |
~577 -2.89] [-173 -577 -2.89
115 431 0 -163 -3.26
115 031 | © 0 -283




H ---HHA=R

HH,-—-HH|-HHA=HH, --HR

H jest symetryczna zatem Q
H, =H]
H jest ortogonalna zatem
T -1
HI =H.
czyi H H_ =1
Ostatecznie: A=0R

Zatem roztozylismy macierz A na macierz ortogonalng i macierz trojkatna.



[A]l, = [A]
for k = 1..kmax
[A], = [Q],[R], +— Zatem to wiasnie zrobilismy.
[A]k+1 = [R]k[Q]k
6.000 2.120 2.040 ~1.730 -5.770 -2.890 ~0.577 -0.577 -0.577"
2,830 2.000 -1.150 | = | 0.000 -1.630 -3.270| = | 0.816 -0.408 -0.408
1.630 1.150 -2.000 0.000 0.000 -2.830 0.000 -0.707 0.707
7.430 -0.642 0,759 ~6.830 -2.970 -0.837" ~0.878 -0.414 -0.239"
-0.233 -0.429 2,870 | = | 0.000 -1.010 2.730 | = | 0.478 -0.761 -0.439
0.276 0.507 -1.000 0.000 0.000 -1.150 0.000 -0.500 0.866
7.470 -0.512 0.057 ~7.440 0.609 -0.631" ~0.999 0.031 -0.037"
0.120 -2.470 -1.180 | = | 0.000 0.694 -2Z.650 | = | -0.049 -0.645 0,763
~0.057 1.180 1.000 0.000 0.000 1.550 0.000 0.764 0.645
7.460 -0.653 0.214 ~7.470 0.561 -0.031" ~1.000 -0.016 0,008
-0.03%2 -1.820 2.530| = | 0.000 2.730 1.500| = | 0.018 -0.902 0.431
0.003 0.169 0.354 0.000 0.000 0,392 0.000 0.431 0,902
7.460| -0.628 -0.143 ~7.460 0.645 -0.203" ~1.000 0.004 -0.000¢
0.009 F2.050) -2.310 | = | 0.000 1.830 -2.490 | + | -0.004 -0.996 0,093
-0.000 0.054 [0.584] 0.000 0.000 0,587 0.000 0.093 0,995

Rzeczywiste wartosci wlasne: 7.464 ; -2 ; 0.535



Przyktad: widmo wibracyjne acetylenu

mdle——kx+kx
®—O—O—® g e

d®x
M d’[22 = kCH X — (kCH + kcc)xz + kcc X3

My WA me FWAH e AN g

. d’x
2
ke =5.92-10%kg /s> a7, _
cH J My T Ken X3 = Ken X,
Kee =15.8-10°kg /s
m,, =lamu
m. =12amu
_ 1027 - _
amu =1.6605-10"""kg Fer_ s ken . ;
Mgy iy o
kem ':'EE-CH-I_":CCC}_GJJ ke 0 4
" n w A
_ i ot c c C k]
X =Ae” ) 0 e Ghemtked o, ken |4
.i'.ifc ?‘??C ﬁ"’i'c .‘14
i My Mg




w! =4.05-10%
w? =3.86-10%
w? =1.39-10%
w; =-1.2-10"

Wartosci witasne :

Wektory wiasne :

v,=[0.7 -0.09 0.09 -0.7]

v,=[0.7 -0.06 —0.06 0.7]

v,=[-0.6 —0.37 0.37 0.6]

v,=[-05 -05 -05 -05]

A, =5.05um
A, =2.96m
A, =3.03um
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v,=[0.7 —0.09 0.09 -0.7]
v,=[0.7 —0.06 —0.06 0.7]
v,=[-06 —-0.37 0.37 0.6]
v,=[-05 -05 -05 -05]




Przyktad: rownanie Schrodingera

wyktad nr 6
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