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Rozwigzywanie uktadow
algebraicznych rownan liniowych

Pojecia podstawowe

1. Uktad algebraicznych réwnan liniowych

Uktad liniowy m rownan z n niewiadomymi postaci

Ay X1+ o+ Apxy = by

Ay X1+ o+ AopXn = by

A Xy + o+ ApXn = by,
Posta¢ macierzowa Axx=D>b




Gdy m > n — uktad réwnan liniowych nadokreslonych
Gdy m < n — uktad rownan liniowych niedookreslonych (wtedy np. metoda
najmniejszych kwadratow)

a, 0 O

2. Macierz diagonalna (wszystkie wspotczynniki 0 &, O
lezgce poza gtdwng przekatng sg zerowe) 0 0 a,

0 0 O

3. Macierz jednostkowa
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4. Dolna macierz tréjkatna (wszystkie
elementy ponad przekatng sg zerowe)

5. Gérna macierz trojkatna (wszystkie
elementy pod przekatng sg zerowe)

6. Macierz przekatniowo dominujaca
(wartosci bezwzgledne elementéw na
gtobwnej przekatnej sg wieksze od sumy
wartosci bezwzglednych pozostatych
elementow w wierszach)
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Uktad réwnan jest zle uwarunkowany, jesli mata zmiana macierzy wspotczynnikow,
lub wektora wyrazéw wolnych prowadzi do duzej zmiany wektora rozwigzan.

Przyktad:
2 3990ll]=[7g00]  maromiazanie [;] =[]
2 300lly] = [7g0gl ~ maromiazanie [} =[]

;:881 5:88513] [;]:[7.;}99] ma rozwigzanie [;]=[05i6909144



Norma macierzy

n
l4ll = max > |a|
=1

(maksymalna suma bezwzglednych wartosci w wierszu)

Liczba warunkowa

Cond(A) = |IAIlINIA™H|
Mozna pokazac, ze ” XIi I1AB| ” Xl |AA]|
P : < Cond(A) —— oraz < Cond(A)—— AT

Najmniejszy mozliwy btad, to precyzja zapisu liczby zmiennoprzecinkowej ¢..., W komputerze.

Czyli Cond(A)e.cn d@ nam informacje, ile jest cyfr znaczgcych m w rozwigzaniu.

Cond(A)emaen < 0.5 X 107™



Przyktad:

E 3.9299] m N [7.599]

A1 = —3999 2000
2000 —1000

|A]| = 5.999

|A~1]] = 5999

Cond(A4) = ||A|ll|AY]| = 35990
Zatozmy, ze dziatamy na typie float (23 bity)

Emach = 2723 =0.12x 107°

Cond(A) &, qecn, = 0.429 X 1072

0429 x 1072 < 0.5x10™™
m < 2.067

Czyli mamy tylko dwie cyfry znaczgce w rozwigzaniu.



Metody doktadne

Polegajg na takim przeksztatcaniu danych A i b, ze po skonczonej liczbie
doktadnie wykonywanych dziatan arytmetycznych otrzymujemy rozwigzanie.

Ax=f i
Np. wzory Cramera :
A see Hii > A+ a
W det] : : ‘ :
X| — 7I X]— —_ dn1 +++ dni Ani+ a
W det A

gdzie W — wyznacznik macierzy A, a wyznacznik W; powstaje przez wstawienie
kolumny wyrazéw wolnych do i-tej kolumny wyznacznika W

Stosujgc wzory Cramera nalezy obliczy¢ (n+1) wyznacznikow, ktére wymagajg co
najmniej (N+1)! mnozen. Jest to wiec metoda bardzo pracochtonna
i dlatego jej sie nie stosuje dla n>4.



Uktady rownan z macierza trojkatng goérna

Jezeli macierz A ukfadu n rownan z n niewiadomymi AX = b jest macierzg
trojkgtng gorng i wszystkie elementy na przekatnej gtownej sg rézne od zera,
rozwigzanie X takiego uktadu mozna otrzymac rekurencyjnie.



Przykiad:

1x;  +1x, —1x; +4x,
—2X, —3X3 +1X,
2X3 —3X,

X4:2 S — 2x4



Przykiad:

1x;  +1Xx,
— 2X,

X3:3 <

—1X,4
—3X4

2X4

2X,



Przykiad:

1X4

X2:-6 >

+1X,

— 2X,

2X4

2X,

12



Przykiad:

1X4

— 2X,

2X4

2X,

12



Uktady rownan z macierza trojkatng goérna

b
X, =
ann
j=n
X =7 i=n-1,n-2,.1
a;;
for(i = n; i>=1; 1i--)




Uktady rownan z macierza trojkatna dolng

X, = b,
Ay
j=i-1
b, — > ayx
x = i=23,...n
a

for(i = 1; i<=n; i++)

~

x[1] = b[i] / alillil;
for(j = i+l; j<=n; Jj++)
b[j] = blJ] — x[1]*al[Jjll[1];




Uktady rownan z macierza diagonalng

all O O Xl bl
0 a, 0 | X, b,
0 -
0 0 0 a,]|x,| |b,

Liczba operacji konieczna do przeksztatcenia danej macierzy
do formy diagonalnej jest wieksza niz do formy trojkatnej.



Metoda eliminacji Gaussa

Najczesciej stosowana metoda do numerycznego rozwigzywania uktadu
niewielu rownan lintowych.

Dwa etapy:

1. Sprowadzamy ukitad do postaci trojkatnej gorne;
2. Rozwigzujemy nowy uklad tak jak na poprzednich slajdach



Gy @y A3 Ay | X by
&, @, a, ay X, | —
Ay Ty Q33 gy | Xy b,
By A By Ay X, | [ by

Ay X T A X, +Ay3X; + Ay X, = bz

m21(:a11X1 +a X, +a3X3 + X, ) =M, 0

0+ (ay, —M,a,)X, +(ay, —M,a5)X; +(a,, —mya, )X, =b, —m, b

N J N J N J \ /
Y Y Y v

A 2 PR 'y b’,




Gy dp A3 9y [ X b,

A G Qg Ay |[X, b,

Qg1 X; 85X, +g5Xg + A X, =0y ~—
m31(a11X1 +ap X, +a3X; + A X, ) =My, 0,

0+ (aez o m31a12)X2 + (as3 o m31313)x3 + (334 o m31a14)x4 — b3 o m31b1

N J N J N J \ .
A A 2 v

a 32 a 33 a‘l34 blS




A By By B % | B
0 @, ay au|X _ b’,
0 @y g aufX - b’

Ay X + 8y, X, +8yX; + X, =0, ~—
m41(a11X1 T X, + A X+ Ay X, ) = My,0,

0+ (a, —Mya,)X, +(a,; —myas)X; +(a, —mgua, )X, =b, —m,b

N J _ J N ) N\ Y
Y S N '

a'sy A 43 'y b’,




By B @ a, x| [B
0 ay ay ah X[ |b,
0 d)32 a.33 |“3«1I x3 w '3
0 @, alg ay| X | [Ds

M, (

\

2
J

Az X, tAgy X3 +ag, X, :b3
A 5, X, T3 X3 +a X4): M;,0,
0+ (a'y3—mg,a’,; )X +(a'y,—Mmg,a’y, )X, =b';—my,b’
J N J -
N N
A 33 a 34 b 3



Ay @ 3 Gy [ X b,
0 |a',, a,; a,|x| |b,
0 0 a% a|x b™
0 a0, a' a',|x,| |b%]| —

Ao X+ X+ Ay X =07y ~—

m42(a 20 Xy a3 Xy +3d X4): m42E

0+(a'yy;—mya',; )X, +(a',,—mya',, )x, =b’,—m,,b’,
_ J Ny ) N \p J
' v

al l43 a 44 b' '4




8, a, & a,
0 |a, ay a,
0 0 a", a",
0 0 a0, a",
_a“43
m43_a”33
Q' X, +a', X, =b", —

m43(5l s Xg + @ 5 Xy

v’

=My30 5

0+(a',—mya';, )X, =b",—m,b",

\

J \ J

Y Y

a " bl I |4



a, &, & a, |x]| |b
0 &y @y ay|X b',
0 0 a5 a% X b,
0 0 0 a",|x]| |b",

Otrzymalismy zatem uktad réwnan z macierzg trojkatng gorna.

Dalej postepujemy zgodnie z algorytmem dla macierzy tréjkgtnych.



Metoda Gaussa: uwagi

Uktad postaci:

(0X, +2X, +3X, = 46
3 4% —3X, +2X, =16
2%, +4X, —3X; =12

nie moze by¢ rozwigzany przy pomocy metody Gaussa —
element podstawowy w pierwszym réwnaniu rowny jest zero.

Rozwigzanie:

(4%, —3X, +2X, =16
Ox, +2X, +3X; =46
| 2X, +4X, —3X; =12

\

Whiosek: Nalezy tak przestawi¢ rownania, by element podstawowy byt
jak najwiekszy.



Metoda Gaussa: uwagi

Robimy tak nie tylko wtedy, gdy element podstawowy jest rowny zeru.

Zawsze wybieramy rownanie podstawowe z najwiekszym elementem podstawowym.
W przeciwnym wypadku rozwigzanie moze by¢ obarczone duzym btedem
zaokraglen.

Po kazdym etapie algorytmu, rownania sg modyfikowane — zatem za kazdym razem
nalezy sprawdzic, ktére z rownan najbardziej nadaje sie na rownanie
podstawowe.

Jesli uktad rownan ma rozwigzania (nie jest sprzeczny), to zawsze mozna znalez¢
rownanie podstawowe z niezerowym elementem podstawowym.

. . p . 3 2 . s . p
W metodzie Gaussa nalezy wykonac tgcznie %n +N° — % N mnozen i dzielen.

Za pomocg wzorow Cramera (n+1)! mnozen.

Dla 15 réwnan — 161 = 209227898838000 153 = 3375



Metoda eliminacji Gaussa-Jordana

Podobna do metody Gaussa. Dgzymy do uzyskania macierzy diagonalne,.

Ay Ay v A, [ X bil Ay 0 0 Xy

a,, @, - a, | X _ b, ‘ 0 a, - 0 |x, _
e : : : .0 :
_am anz E aﬂﬂ xﬂ_ _bn_ - O O O a'nn__xn_ |

Macierz rozszerzona:

dy &y v alnbl
Ayy Gy @y, bz




Przykfad: 4% = 2%, =3%, =12
—6X, +7X, +6.5X; =—6
X, + 7.9X, +6.25X, =16

(4 -2 -3 12] 4 2 3w 1 -05 -075 3

{—6 7 65 —eJ:> -6 7 65 -6|C)-6 7 65 -6|—(-6)*L —05 -0.75 3]
1 75 625 16 1 75 625 16 1 75 625 16| —-1%[L -05 -0.75 3]
1 -05 -075 3] 1 -05 —-075 3 1 -05 -075 3| —(-05)=[0 1 05 3]

o4 2 120 ¢ 2 u o 1 05 3

0 8 7 13 0 8 7 13 0 8 7 13|-8x[0 1 05 3]

1 0 -05 4-51 1 0 -05 45 1 0 —05 45] —(-05)=*0 0 1 —u]

01 05 3 |=)jo1 05 3|Cp|0o1 05 3|-05«f0 0 1 —1]

0 0|3 -11] 00 : -u 00 1 -u

1 00 x, =16/6

010 2| [ x,=29/6

o 01 -% X, =—11/3



Metoda eliminacji Gaussa-Jordana: uwagi

t atwo uogolni¢ do rozwigzywania kilku uktadéw rownan jednoczesnie:

%,
a21

K2

Nalezy pamietacC o wtasciwym wyborze rownania podstawowego (jak w metodzie

Gaussa)

Liczba dziatan okoto 1.5 razy wieksza niz w metodzie Gaussa
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a22
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4]

&, by
&y B,

a_|b
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Rozktad macierzy LU

Dany jest ukfad [Al[X] = [bl. A@Cierz tréjkatna dolna (Lower)

Przedstawmy macierz [A] jako iloczyn: [A] = [L] [U].

Macierz trojkgtna gorna (Upper)

Zatem:
[LI[U][X] = [0]
Niech:
[U][x] = [y]
[L][y] = [b]

Czyli rozwigzanie problemu dwuetapowe:

1. Znajdujemy [y] (korzystajgc ze wzoréw na uktady réwnan z macierzg trojkgtng dolng)

2. Znajdujemy [x] (korzystajgc ze wzoréw na uktady réwnan z macierzg trojkgtng gorna)



Metoda Doolittle’a

A, Qp Q3 Ay 1 00

0
[A] _ a'21 a'22 a'23 a'24 _ |21 1 O O O u22 u23 u24
a‘31 a'32 a‘33 a34 |31 |32 1 O O O u33 u34
a41 a42 a'43 a'44 _ |41 |42 |43 1 O O O u44

ull u12 u13 u14
[A]= I21ull I21ulZ + u22 I21ul3 + u23 I21ul4 + l"I24
I31ull I31ulZ + I32uZZ |31u13 + |32u23 + u33 I31u14 + I32uZ4 + u34
_|41u11 |41u12 +|42u22 |41u13 +|42u23 +|43u33 I41u14 +|42u24 +|43u34 +u44

WIersz 1. u;; =ay,;; U, =8y,, Uiz =8y, Uy =3y,

Kolumna1: |, =a,,/u,; l,,=a,/u,; l,,=a,/u,




Metoda Doolittle’a

[A]-

ull u12 u13 u14
|21u11 |21u12 + u22 |21u13 + u23 I21ul4 + u24
I3lu11 I3lu12 + |32u22 |31ul3 + |32u23 + u33 |31u14 + I32uZ4 + u34

I4lull I4lulZ + I42L’122 I4lu13 + |42u23 + |43u33 I41u14 + I42uZ4 + I43u34 + u44

Wiersz 2: |yl + Uy, = 84p5 lpylys +Ups = 8555 |yl +U,, =8y,

-

U, =a,, — I21u12

N

Uys =38y — |21u13

\u24 =ady, — |21u14

, DNCUTTnE |31u12 + |32u22 = ds,, |41u12 + |42u22 = ay,
|32 — (asz — |31u12)/u22
I42 — (a42 - I41ulz)/uzz




[A]

Metoda Doolittle’a

ull u12 u13 u14
I21u11 I21u12 + u22 |21u13 + u23 I21ul4 + u24
I31u11 |31u12 + |32u22 |31u13 + I32uZ3 + u33 I31ul4 + I32uZ4 + u34

LU LgUp +1pUs LU + 15Uy + 1,50, [ |
Wiersz 3: lgyUg + 13Uy +Ugs = a5 lyyuy, +15,U,, +Uy, =a,,
Uz = 833 — |31u13 - |32u23
Uy =385, — |31u14 - |32u24

Kolumna3: |, =(a,, —1,,U;—1,,U,;)/U,,




Metoda Doolittle’a — algorytm:

for 1 =1 .. n for 1 =1 .. n
{ {
L; =1 for j =1 1
for J =1 1 j—1
1 Ay =ay — > a;ay
k=1
Uj=a;-> LUy
k=1 for j = i+l n
for J = i+1 n i—1
i1 aji _kzajkaki
_ =1
L. = k=1 \ i
ji
) Uii

Kazdy element &;; potrzebny jest tylko raz, zatem mozemy wykorzystac
jego miejsce w macierzy (tablicy) na przechowanie wartosci Lij lub Uij.



Rozktad LU: uwagi

Pamietajmy o wyborze réwnania podstawowego.
Trzeba zapamietaé permutacje wierszy macierzy A, by po zakonczeniu
dziatania algorytmu dostosowac potozenie elementéw kolumny wyrazéw wolnych.

Rozktad LU mozna stosowac do rownoczesnego rozwigzywania wielu uktadow
rownan roznigcych sie jedynie wektorami wyrazow wolnych.



Odwracanie macierzy

Zatem nalezy rozwigzac uktad:

Ay & Bz Gy | | Xy X Kz Xy 1 000

Q1 By Fpz g | | X Ky Xz Xgg | 0100

Ay 83 833 Gy | | Xy Xy Kgz Xy 0 010
|8y Ay By Ay [Xg X X X4 | [0 0 0 1

Dostajemy cztery uktady réwnan réznigce sie tylko kolumng wyrazéw wolnych

A, @ Sz dy X1 1 Ay &p 3 Ay X2 0

X
a31 a32 a33 a34 X34
| a41 a42 a43 a‘44 _ | a'41 a'42 a43 a44 _ X

Doskonale nadaje sie to tego celu rozktad LU.



Metody iteracyjne

Analogia do rozwigzania réwnan nieliniowych metodg szukania punktu statego.

8y, X, + 8, X, + A% + A, X, =By X = [ _(a12X T A3X3 T A X )]/ Ay
1% + 855X, + 8aXg + 8y X, =D, |:> Xy = bz (a21x T Ay Xy T8y, ) /a,,
g% + gy X, + 8g3X3 + 85, X, = by X3 = bs (a31x Tz X, T ayuX, ) [ ag,
84X + 8ypXp + 85X + 8y X, = by Xy = b4 (a41X T8, X, T Ay3%; ) la,
ﬂi:: aij:—:ij dla 1# ] a; =0 dla I= ]

Uktad mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

X=pB+a-X



Metoda Jacobiego

Jako rozwigzanie poczatkowe, obiera sie dowolny wektor (np. wektor zerowy) i
oblicza sie kolejne iteracje:

XY =B +ax"? . n

@ —peax® @ x| Sax? || ict2en
i =1

X(k+l) :/B_I_&X(k) (*) B j#i i

Kolejne przyblizenia x©, x| x utworzg cigg wektoréw. Jezeli istnieje
granica tego ciggu, wtedy jest ona rozwigzaniem uktadu rownan liniowych.
Cigg wektoréw musi by¢ zatem ciggiem zbieznym.

p(@) =max |A4]  (promien spektralny macierzy &), A, — wartosci wtasne macierzy a.

Tw. Cigg okreslony wzorem (*) przy dowolnym wektorze x© jest zbiezny wtedy
| tylko wtedy, gdy p(@) < 1.

Znalezienie wartosci wtasnych jest pracochtonne. Stosuje sie czesto mniej szerokie,
ale rowniez wystarczajgce kryteria, takie jak np.

n
& > D

j=1, j=i

a..

i Warunek wystarczajgcy (nie konieczny)

Macierze przekatniowo dominujgce



Metoda Gaussa-Seidela

Podobna do metody Jacobiego, ale tu wyznaczajgc w jednym kroku iteracyjnym
kolejne elementy wektora X&*1), korzystamy zaréwno z warto$ci wektora x®)

jak i z wyznaczonych juz elementéw wektora xk*1),

XKD = f (x0, X0, x00, . x)

xS = £ (xF x{80 x$9 L x99

X§k+1) _ .I: (Xl(k+1) , X§k+l) ’ Xék) L X(k))

Metoda szybciej zbiezna (zwykle kilka iteracji wystarczy do uzyskania zadowalajgce;

dokfadnosci rozwigzan).

Metody doktadne sg ogromnie czasochtonne dla n duzych (np. > 100) i podatne
na biedy.

Wiele problemow fizycznych opisanych jest przez macierze przekagtniowo
dominujgce (np. rownanie Laplace’a).

Dla macierzy rzadkich metody iteracyjne oszczedzajg pamiec i liczbe obliczen.






Czy ponizszy ukfad rownan moze by¢ rozwigzany za pomocg metody Gaussa-Seidla?

[A]=

12
1
'3

3 5]
5 3
7 13|

a, =12=12> a,

a,, =5=5>a,

+tla =8+-5=8

+a,, =1+3=4

a,, =13 =13> a,, +a;, = 3+7=10

Czy ponizszy uktad rownan moze by¢ rozwigzany za pomocg metody Gaussa-Seidla?

[A]

'3 7 13
1 5 3

12 3 -5

Tak, ale trzeba zmieni¢ kolejnos¢ wierszy.



Metoda

Graficzna
Reguta

Cramera

Eliminacja
Gaussa

Rozktad LU

Gauss-Seidel

Stabilnos¢

(7N

Moze by¢
rozbiezna,
jesli macierz
nie
dominujgca
przekatniowo

Precyzja

Staba

Czufa na
btedy
zaokraglen

Czufa na
btedy
zaokraglen

Czufa na
btedy
zaokraglen

Doskonata

Zastosowania Zitozonosé

Ograniczone

Ograniczone

Ogodlne

Ogodlne

Tylko dla
uktaddéw z
macierzg
dominujgca
przekatniowo

Srednia

Srednia

t atwa

Uwagi

Przydatna do
wizualizacji

Nieprzydatna
dla trzech lub
wiecej
réwnan

Metoda
preferowana,
pozwala
obliczac
odwrotnosci
macierzy



