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Przyblizone rozwigzywanie rownan nieliniowych

Jedno rownanie z jedng niewiadoma

Szukamy pierwiastkow rzeczywistych rownania f(x) = 0.

f(x) zwykle jest funkcjg nieliniowg, zatem korzystamy z metod iteracyjnych
(poprawianie kolejnych przyblizen pierwiastkow)



Wyktadnik zbieznosci

« Okresla szybkos¢ zbieznosci metod iteracyjnych
* Metoda jest rzedu p, jezeli istnieje stata C taka, ze dla dwoch kolejnych
przyblizen X, i X,,4 zachodzi

‘gk+l‘

IIm

k—0 ‘gk‘
glee gk - Xk+l = Xk .

Przypadki specjalne
p=1 (metoda liniowa),
p>1 & p<2 (metoda superliniowa)
p=2 (metoda kwadratowa),
p=3 (metoda kubiczna)

Zbieznosc

Q@ 102,103 10 % 105... liniowaz C =101
Q 102,104 10-° 10%... liniowaz C =102
@ 102,103, 10> 10-%... superliniowa

Q 102,104, 108, 10-16... kwadratowa




Kroki podstawowe

1. Przeanalizuj problem pod kgtem i(x)

»ztozonosci badanej funkciji
»doktadnosci rozwigzan
»szybkosci obliczen

2. Jesli to mozliwe, narysuj funkcje e

3. Ocen problemy (np. rozbieznos¢ funkciji)
4. Wybierz rozwigzanie poczgtkowe



Metoda bisekcji (potowienia)

Wybieramy przedziat domkniety (a, b), wewnatrz ktdérego znajduje sie
pierwiastek i na ktorego koncach wartosci funkcji f(x) majg przeciwne znaki

f(a) f (b) <O

fia)+ \ fa) / f

| 0 S

Ia Ib a : b
f(b) + f

UWAGA!

fib) 4




Metoda bisekcji (potowienia)

1. Wybieramy przedziat (a, b) , tak by f(a) f(b)<O0
2. Dzielimy przedziat na potowy:

b—a
X, =a+———
2

3. Mamy trzy przypadki:

f(x,) =0, znaleziono pierwiastek

f (X,) ma ten sam znak co f(a) zatem pierwiastek
jest w przedziale (x,,b)

f (x,) ma ten sam znak co f(b) zatem pierwiastek
jest w przedziale (a, X,)

4. Wybieramy przedziat zawierajgcy pierwiastek jako nowy przedziat (a; b)
| wracamy do kroku 2.



Metoda bisekcji: przyktad

1.5




Metoda bisekcji (potowienia): uwagi

« Metoda zawsze zbiezna, jesli tylko dobrze wybrano przedziat poczagtkowy.
- Metoda zawiedzie, gdy f(x) styczne z osig X dla f(x)=0.
« Wolna zbieznos¢ p=1 (metoda liniowa)

« Po k iteracjach rozmiar przedziatu zmalat do:

— b, —ay

&y = "
2

« Zatem liczba iteracji konieczna do uzyskania tolerancji btedu g:

k=|og2£b°;a0j
0




Metoda Regula Falsi

Opisana w hinduskim tekscie Vaishali Ganit (Ill w. p.n.e.)

Dziewie¢ rozdziatow sztuki matematycznej (LEET) (200 p.n.e. — 100 n.e.)
wykorzystuje algorytm do rozwigzywania réwnan liniowych

regula — linia, falsus - fatszywy



Metoda Reqgula Falsi

1. Wybierz przedziat (a, b), tak by f(a) f(b)<O

2. Przyblizenie pierwiastka: punkt, w ktérym prosta tgczgca punkty ai b
przecina os X.

f(b)-f(a
rownanie prostel: Y= b (x=b)+ f (o)

f (b) —bf
Stad, gdy y=0, mamy: X, = af Ebi - f(f:;)

3. Mamy trzy przypadki:

f (X
f(x

ap) =0, znaleziono pierwiastek

p) Ma ten sam znak co f(a) zatem pierwiastek

jest w przedziale (x,,,,b)

f(x.,,) maten sam znak co f(b) zatem pierwiastek

app
jest w przedziale (a, X,,,)
4. Wybierz przedziat zawierajgcy pierwiastek jako nowy przedziat (a, b)
i wro¢ do kroku 2.



Metoda Regula Falsi: przykiad




Metoda Regula Falsi: uwagi

T(X) f(b,)

/ pra widfowe

f(al) f(az) rozwigzanie

« Metoda zawsze zbiezna, jesli tylko dobrze wybrano przedziat poczgtkowy.
« Metoda zawiedzie, gdy f(X) styczne z osig x dla f(x)=0.
» Wolna zbieznos¢ p=1 (metoda liniowa)



Metoda Newtona

rozwigzanie

f(xs)

|

\x4 X, \ X, X,

rey I

Wybierzmy pewien punkt poczatkowy X, i rozwinmy funkcje f(X) w szereg Taylora
N (Ax)? d*f

o 2 dx?

Podstawmy Ax = x;,; — x;. i wezmy tylko dwa wyrazy rozwinigcia:

flxe + Ax) = f(xx) + Ax 3—{(

Xi

Fxer1) = flae) + (1 — ) (%)

Niech f(x;, 1) = 0. Wtedy

f (Xk)

T T )




Metoda Newtona: przyktad




Metoda Newtona: przyktad c.d.

Szukamy pierwiastkbw  x — 13 _2=0

. 1 .
Liczymy pochodna flx)=1— —_x 23
1/3
Rownanie iteracyjne  Xj,.1 = Xj — 1' 3
X F(xe) flx)
3 0.83975005 -0.44224957

3.52664429 0.85612976  0.00450679
3.52138015 0.85598641 3.771 x 107
3.52137971 0.85598640 2.664 x 107 1°
3.52137971  0.85598640 0.0

B~ W N = O F



Metoda Newtona: uwagi

Szybka zbieznos¢ p=2 (metoda kwadratowa)

Wymaga analitycznej znajomosci 1’(x)

Metoda zbiezna, gdy f(x), '(x), f ’(x) ciagte, f’(x)<>0 w poblizu rozwigzania,
poczgtkowa wartoS¢ X, lezy blisko rozwigzania

t

Vi yi
~
f(xy) JTNS )
rozwiqzanie y=f(x) |
% y= f (x)/ E rozwiqzanie
X i |
== Y s > :
| | 2 s N
\J : ;7 ‘Il s
f(}}) f(x) ) '

f(x)



krok: 115
- Xkrok: -0.0244




Fraktale

* majg nietrywialng strukture w kazdej skali,

» struktura ta nie daje sie tatwo opisac¢ w jezyku tradycyjnej geometrii euklidesowej,
* Sg samo-podobny,

* majg wymiar wymierny (fractional) a nie catkowity

obraz Lichtenberga:
wytadowanie elektryczne w dielektryku.




Brokut romanesco




Linia brzegowa



Fraktale Netwona

Wezmy rownanie f(z) =0,z C,np.2°-1=0

Rownanie zespolone stopnia N ma n pierwiastkow.

W zaleznosci od wyboru punktu warunku poczgtkowego (X + 1y) metoda
Newtona doprowadzi nas do jednego z n pierwiastkow.

Punkty te nastepnie oznacza sie roznym kolorem w zaleznosci od:

rozwigzania, do ktorego dgzy dany punkt: predkosci znalezienia rozwigzania:




... lub oba warunki naraz:



http://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Plik:Newtroot_1_0_0_m1.png&filetimestamp=20060121152303

Metoda siecznych

Do wyznaczenia K+1 przyblizenia
korzystamy z punktow k-1 i k.

Korzystajgc z podobienstwa trojkagtow:

f(xl)_ f(xz) _ f(Xz)—O
X =X X; = X3

_ f (XZ)(Xl B Xz)
F(x)-1(x)

Stad X; =X,

f (Xk)(xk—l - Xk)

Oagolni X =X, —
PO B TR k) = (%)




Metoda siecznych: przyktad




Metoda siecznych: uwagi

Metoda miedzy Regula falsi a Newtona

Zbieznos$¢ szybsza niz liniowa 1+2\E ~1.618

f(Xk)(Xk—l_Xk) <:> Xeg =X, —

X1 =X —
() - F(X)

Przyblizenie pochodnej

Nie musimy zna¢ analitycznej postaci f'(x) !

Newton

X1 = X —

Ale te same problemy ze zbieznoscig co w metodzie

Newtona.

Najpierw wolna ale pewna bisekcja, potem szybka metoda siecznych.




Metoda szukania punktu statego

Réwnanie f(X) = 0 zastepujemy réwnaniem X - g(X) = 0, czyli X = g(X)

Rozwigzania szukamy iteracyjnie: X,., = g(X,)



Metoda szukania punktu statego

4 y=x—_, y=glx)

rozwiqzanie




Metoda szukania punktu statego: przykiad

1/3
X—X"7"=2=0
Trzy sposoby zapisu: . o . .
ysp y zap k g1(X_1) g21% 1) 3l X1
0 3 3 3
1/3
X1 = 01 (%) =X"+2 1 3.4422495703 1 3.5266442931
2 3.5098974493 -1 3.5213801474
3 _
X1 =0, (Xk) (Xk _2) 3  3.5197243050 27 3.5213797068
4 35211412691 24389 3.5213797068
6 + 2)(1/ 3 5 35213453678 —1.451 « 10> 3.5213797068
X = ( k) = 2,3 6 3.5213747615 —3.055 x 10®* 3.5213797068
k 7 35213789946 —2.852 « 10 3.5213797068
8 3.5213796042 00 3.5213797068
Czy jest jakaé roznica? 9 3.5213796920 o0 3.5213797068
. . . .. szybka
zbieznos¢ rozbieznosc¢ y

zbieznos¢



Metoda szukania punktu statego: zbieznosc

Twierdzenie:
Jesli funkcja g jest ciggta w pewnym przedziale wokot punktu x* takiego, ze
g(x*) =x*, to moéwimy, ze x* jest punktem statym odwzorowania g.

Jesli ponadto g'(x) jest ciggta w tym przedziale i spetniona jest nierdwnosc:
g'(x*) < c < 1, to cigg iteracji x,,,.1 = g(x,,) jest zbiezny do punktu statego.

Dla opornych: jesli g(x) jest gtadka i ograniczona i niezbyt stroma,
to proces iteracyjny jest zbiezny.



Metoda szukania punktu statego: zbieznosc

rozwiqg

e - — e aE — e G T e w—




Metoda szukania punktu statego: przyktad

Trzy sposoby zapisu:

/
Xy = gl(xk) = Xi *+2

X1 = gz(xk) = (Xk — 2)3

6+ 2x.°
X1 = 05(X) = .

Czy jest jakas roznica?

0.20 f
0.18 f

‘ 0.16 |

g,(X) = e

-2/3

x—x"*-2=0

g,(x) =3(x—2)° —

2(x—x"*=2)
X1/3(1_3X2/3)2

g5(x) =

25

30

35 40

k Tlxe_1) T2(x5_1) Talxe_q)
0 3 3 3
1 3.4422495703 1 3.5266442931
2  3.5098974493 1 3.5213801474
3 3.5197243050 27 3.5213797068
4 35211412691 —24389 3.5213797068
5 35213453678 —1.451 « 101* 3.5213797068
6 3.5213747615 —3.055 x 10  3.5213797068
7 3.5213789946 —2.852 « 10" 3.5213797068
8 3.5213796042 00 3.5213797068
9 3.5213796920 00 3.5213797068
. L, . ... Szybka
zbieznos¢ rozbieznosc¢ S
zbieznos¢é
12 s
10
8" | |
6 ook 25 30 35
4§ - 004 |
2t - 006 |
- ‘ ‘ ‘ - 008}
25 3.0 35 4.0

— - 012
- 014

- 010

4.0
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Rownania z wieloma pierwiastkami

krok = 1; [/ <———===
a = 0; [/<=========
b = a + krok; [/<======
while (b < bmax)
{
if(f(a)*f(b) < 0) //<-- sprawdz,

root[i] =
1 =1+ 1;
}

a = b;

b = a + krok;

FindRoots (f,a,b);

szerokos¢ przedziaztu
lewa granica plerwszego przedziaitu

prawa granica plerwszego przedziatu

czy funkcja zmienia znak

//<-- np. bisekcja

lewa granica nowego przedziatu

//<-—--—- prawa granica nowego przedzialu




Uktady rownan nieliniowych

Metoda Newtona
Dla uktadu dwdch réwnan: f,(x,y)=0
f,(x,y)=0

Wybieramy rozwigzania poczatkowe X, i y;. Jesli sg one blisko rozwigzan
prawdziwych X, i Y,, to rozwinigcie Taylora funkcji f; i f, wokot X, i y;:

of of
M): fl(X1’y1)+(X2_X1)a;X y +(Y2_y1)8; +...
O 1)1 Xl’yl
of of
f2( ’yz): fz(X1’y1)+(X2_X1)72 +(y2—y1)72 +...
OX oy
0 X1, Y1 X1, Y1




(of, of

L Ax+—t Ay=-f(x,
| ax - 8y - y 1( 1 y1)
of, of

—2 AxX+—%  Ay=-f,(x,
\5X - 8y - y 2( 1 yl)

Czyli uktad dwodch rownan liniowych. Korzystajgc z reguty Cramera:

of of
_ fl(X1’ Y1)a; + fz(xy Y1)a;

AX = X1, Y1 X1, Y1

- NEACRARACHA)

of of,

-1 fX, 2
v 1(1y1)8x

_ X1, Y1 X1: Y1
y =

A
\ NSACRARACHA)

o fz (X1’ yl)

Cof,  of,
ox oy
of, ot
ooy

gdzie J — jakobian: J(f,, f,)=det

X, = X, + AX

Zatem nowe przyblizenie rozwiazan:
przy A Y, =Y, Ay



Uktady rownan nieliniowych: przyktad

{f(xy) y -

f,(x,y)=9x"+25y°

J(f,, f,)=det

( x/2_|_e x/2) 0

—225=0




/ Jacob (xi,vyi);
/ Jacob (xi,vyi);

AX 1 Ay

Fl(x,y) = function { v -0.5*% (exp(x/2)+texp (-x/2)) }
F2(x,y) = function { 9*x"2+25*y"2-225 }
Flx (x,y) = function { - (exp(x/2)+exp(-x/2))/4 }
Fly(x,y) = function { 1 }
F2x(x,y) = function { 18*x }
F2yv(x,y) = function { 50*y }
Jacob (x,y) = function { - (exp(x/2) + exp(-x/2))/4*50*y-18*x }
xi = 2.5; yi = 2; Err = 0.00l;\\\\
Warunki poczgtkowe i dopuszczalny btad
while (1)
{
Delx = (-Fl(xi,yi)*F2y(xi,yi)+F2(xi,yi)*Fly(xi,yi))
Dely = (-F2(xi,yi)*Flx(xi,yi)+F1l(xi,yi)*F2x(xi,yi))
xipl = xi + Delx;
yipl = yi + Dely;
Errx = abs((xipl - xi)/xi); xk+1iyk+1
Erry = abs ((yipl - yi)/yi);
i1f (Errx<Err && Erry<Err) break;
Tl - xiplioyl = yipl; Btad wzgledny rozwigzania
[ X y Errx Erry
1 3.0731 2.4296| 0.22926| 0.21479
2 3.0345 2.3849| 0.01258| 0.01840
3 3.0314 2.3858| 0.00102| 0.00037
4 3.0312 2.3859| 0.00007( 0.00004




o bk w

Uktady rownan nieliniowych: uwagi

W ogolnosci:
[ of, oy of, T .
% o || A% f,
of, o, of,
A s | M| |- 1,
o, of, of,
| o, 0% X, | _Axn 1 L 1:n |

. Zbieznosc nie jest gwarantowana.

. Funkcje f, ..., f, i ich pochodne musza by¢ ciagte i ograniczone w poblizu
rozwigzania
J(f,, ..., f,) <> 0 w poblizu rozwigzania

Warunki poczatkowe wystarczajgco blisko prawdziwego rozwigzania
Dla uktadu n>3 réwnan powyzsze réwnanie trzeba rozwigzaé numerycznie.



