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Rozdzial 1

Wstep

Od zarania mechaniki kwantowej znanych jest wiele metod rozwigzywania
rownania Schrodingera. Dla pojedynczej czastki umieszczonej w zewnetrznym
potencjale, jedynie w bardzo szczegdlnych przypadkach réwnanie to mozna
rozwigza¢ dokladnie w sposob analityczny. Do znakomitej wiekszosci zagadnien
stosuje sie jedynie przyblizone metody rozwigzania, ktore dzieli sie na metody
analityczne (np. rachunek zaburzen oraz przyblizenie semiklasyczne) oraz metody
numeryczne (np. metoda strzalow, metody wariacyjne oraz metody diagonalizacji

w ustalonej bazie funkcji falowych) [1].

W niniejszej pracy przedstawiono zastosowanie metody czasu urojonego do
rozwigzywania réwnania Schrodingera na trojwymiarowej sieci przestrzennej,
dla czastki umieszczonej w zewnetrznym potencjale. Kazdemu punktowi sieci
przypisane sa odpowiednie wartosci funkcji falowych oraz potencjatu przestrzen-
nego, tzn. kazda funkcja falowa oraz potencjal okreslone sg jedynie w punktach
sieci. Ciagta funkcje v,(z,y, 2z) dyskretyzuje sie i zapisuje w postaci macierzy

trojwymiarowej v (74, yj, 2x), gdzie:

Tit1 — X = AT,

Yj+1 — Y; = Ay,
Zr4+1 — 2 = AZz.



2 ROZDZIAL 1. WSTEP

Podstawowsa  zaleta ~omawianego sposobu rozwigzywania réwnania
Schrodingera dla czastki umieszczonej w zewnetrznym potencjale jest to, ze
dla procedury iteracyjnej metody czasu urojonego, obliczenia mozna rozpoczynaé

od dowolnego uktadu ortonormalnych funkcji.

Sedno metody polega na ewoluowaniu funkcji w wyniku dzialania na nie ope-
ratorem T(\) = e M (A > 0). W celu uproszczenia wyliczenn operator ten
przybliza sie operatorem 7 ()\) takim, ze rozwiniecie obydwu operatoréw w sze-
reg potegowy wzgledem A jest identyczne do wyrazow rzedu n, tzn. T ()\) =
e~ M 4 O(A\"1). Kazdorazowo po dzialaniu na uklad funkcji operatorem ewolucji

T™M) (), otrzymane nowe funkcje nalezy zortogonalizowaé i znormalizowaé.

Taka procedura, dla odpowiednio matych wartosci wspotczynnika A\ oraz dla
odpowiednio matych odlegloéci miedzy kolejnymi punktami sieci przestrzennej
(zi, Y, 2k), prowadzi do zbiegania ewoluowanych funkcji do funkcji whasnych ha-

miltonianu H.

Nalezy podkresli¢, ze ortogonalizowanie ewoluowanych stanéw jest integralna
cze$cig omawianej metody czasu urojonego, a w niniejszej pracy do tego celu
stosowano metode Grama - Schmidta, jak i metode ortogonalizacji przez diagona-
lizacje.

W rozdziale 2 omoéwiono podstawy metody czasu urojonego. Pokazano, iz
metoda ta jest zbiezna oraz to, ze zastosowanie odpowiedniego operatora ewolucji
prowadzi do otrzymania funkcji i wartosci wtasnych hamiltonianu. Omoéwiono
roOwniez metode ortogonalizacji przez diagonalizacje oraz wptyw jaki na doktadnosé¢
wyliczenn moze mie¢ sposob obliczania energii.

Dokladnos¢ metody czasu urojonego przeanalizowano w rozdziale 3 w za-
leznosci od doboru réznych parametréw oraz rzedu rozktadu operatora ewolucji.
Omowiono réwniez wplyw jaki na zbiezno$¢ ma wybor metody ortogonalizowania
ewoluowanych funkcji. Analizy tej dokonano na przyktadzie potencjalu oscyla-
tora harmonicznego, poniewaz wtedy mozna dokladnie obliczy¢ wartosci wiasne
hamiltonianu i poréwnaé je z wartosciami energii jednoczastkowych wyliczonymi

w procedurze iteracyjnej wykorzystujacej ewolucje w czasie urojonym. Potencjat



ten dobrano tak, aby obliczenia nie byly obarczone zbyt duzym bledem, a nie tak
aby byl on zblizony do rzeczywistego potencjatu jadrowego. Dlatego tez, w jednym
z paragraféw rozdzialu 3 przeanalizowano, czy dla potencjatu lepiej odtwarzaja-
cego Sredni potencjal jadrowy, do ortogonalizacji ewoluowanych stanéw korzystniej
jest stosowa¢ metode Grama - Schmidta, czy ortogonalizacje przez diagonalizacje.

W rozdziale 4 zastosowano metode czasu urojonego do liczenia pasm energety-
cznych w przypadku potencjatu okresowego.

Podsumowanie calej pracy zawiera rozdziat 5.



ROZDZIAL 1. WSTEP



Rozdziat 2
Metoda czasu urojonego

Metoda czasu urojonego, jest procedura iteracyjna, w ktoérej na uktad ortonor-

malnych funkcji dziata sie odperatorem e M , otrzymane w ten sposob funkcje

poddaje sie nastepnie ortogonalizacji i normalizacji. Tak ewoluowane stany

zbiegaja do stanéw wlasnych hamiltonianu H [4, 5].

2.1 Podstawy

Nazwa metody wywodzi si¢ od rozwigzania rownania Schrodingera zaleznego od

CZasu:

ih% = Hu;(1), j=1,...,N. (2.1)

Dzielac czas na kroki czasowe At i zapisujac czas w n-tym kroku czasowym jako

tn, = nAt, rozwiazanie rownania (2.1) mozna zapisa¢ w postaci:

n+1 ? 7 n .
"y = exp <—ﬁAtH) i)y, j=1,...,N. (2.2)
W ten sposob funkcje falowe {w](-"ﬂ)} w kroku czasowym t,.1 wyrazono poprzez

5
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funkcje z poprzedniego kroku czasowego {wj(-n)}.

Operator exp (—%AtH ) ma dwie bardzo wazne wlasnosci:
a) unitarnos$¢, ktora zapewnia ortonormalnosé stanéw podczas ewolucji;

b) gwarantuje zachowanie energii z iteracji na iteracje,

tzn. EJ("H) - E](-") = 0 (wlasnos¢ ta zostanie wykazana ponizej).

Réznice energii w kolejnych krokach czasowych, dla stanu jednoczastkowego

oznaczonego indeksem j mozna zapisac:
n+1 n n+1)* 77 (n+1 n)x 1y 1 (n
E§+)—E§)=/d3r(¢§+)Hw§+)—w§)H¢](.)). (2.3)
Po wprowadzeniu macierzy gestosci
Tl = w1 = 60 ), 2.4
rownanie (2.3) przybiera prostsza postac:

B - B~ 1 (7 (50 - 7)) 2.5)

Na mocy (2.2) oraz wiedzac, ze
Py = )y, (2.6)
mozna zapisac:
p§n+1) = exp (—%Atﬁ) pg-")exp (%Atﬁ) : (2.7)

Po podstawieniu powyzszej zaleznosci do rownania (2.5), a nastepnie po sko-
rzystaniu z wlasnosci cyklicznej niezmienniczosci §ladu (tzn. Tr(ABC) =
=Tr(BCA) = Tr(CAB)) widac, ze

(n+1) (n) _
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Tym samym pokazano, ze operator ewolucji exp (—%Atﬁ[ ) dzialajac na pewien

stan 1/11(-") nie powoduje zmiany jego energii w kolejnych krokach czasowych.

W metodzie czasu urojonego operator ewolucji z rownania (2.2) przybiera inng
posta¢ w wyniku zastapienia kroku czasowego At przez —iAt, co w konsekwencji
prowadzi do niezachowania (spadku) energii. Ponadto operator exp (—)\fl ) (gdzie
A = At/h) dzialajac na ortonormalne stany {wj(-")} utworzy ukltad nieortogonal-

nych stanéw {‘I!(n+1 }

W) = exp (=AH) [”), j=1,...,N, (2.9)
ktore nalezy ortogonalizowaé i normowa¢ w kazdym kroku czasowym

N (n+1)y ortogonalizacja (n—|—1) .
{ J } +normalizacja { J }
Na otrzymany w ten sposob uklad ortonormalnych funkcji {wj(-"+1)} mozna

ponownie dziala¢ operatorem ewolucji.

2.2 Opis metody czasu urojonego

krok 1: Konstrukcja uktadu poczatkowych, ortonormalnych jednoczastkowych

funkcji falowych {wj(.o)} oraz zdefiniowanie (wyboér) hamiltonianu.

krok 2: Poczatek procedury iteracyjnej. Konstrukcja funkcji falowych zgodnie

z transformacja:

) = exp (—/\fl) i), j=1,...,N.  (2.10)

krok 3: Ortonormalizacja funkcji falowych postaci {‘Ilg-"H)}, a nastepnie powrdt

z otrzymanym uktadem funkcji {1ﬁ§-"+1)} do kroku 2.

Powyzsza procedura iteracyjna kontynuowana jest do czasu otrzymania zadanej
zbieznosci, np.
|ESY — B <. (2.11)
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Nalezy teraz pokazac, ze taka procedura iteracyjna z transformacja (2.10) jest

zbiezna i prowadzi do wartosci wtasnych hamiltonianu H.

2.3 Zbieznos¢é metody czasu urojonego

Niech {®;} (j = 1,2,...) beda stanami wlasnymi hamiltonianu H w porzadku
wzrastajacych energii, tzn. E} < Ey < ... < Exy < ... Kazda z funkcji pod-

dawanych ewolucji w metodzie czasu urojonego mozna zapisa¢ w bazie {®;}:

M) = ¢ |@y), (2.12)

zatem:
W) = 37 exp (—AF ) (@) Zc W exp (“AE) [B),  (2.13)
k=1

Funkcja wykladnicza w rownaniu (2.13) gwarantuje to, ze jedynie stany

0 najnizszej energii sg zachowane.

W prosty sposéb mozna pokazaé, z doktadnosciag do pierwszego rzedu

w A, ze transformacja:
W) = e M), (2.14)

w granicy matych \ prowadzi do wartosci wtasnych hamiltonianu H.

Przyblizajac (2.14) przez:
W) = (1= A7) [1) + 002, (2.15)

a nastepnie poddajac ortogonalizacji Grama - Schmidta, otrzymuje sie uktad

ortonormalnych funkcji, ktére mozna zapisac:
Dy = (1 + A (gg.j) - ﬁ)) ) + 2 Z eEMpMy 1002,  (2.16)

gdzie 5 (@bk |H|¢(" ).
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Roznice gestosci jednoczastkowej w kolejnych krokach czasowych wyraza za-

lezno$é:
n+1 n n+1 n+1 n n
oy = o = ) Y| = (e (™), (2.17)

co po skorzystaniu z (2.16), z doktadnoscia do pierwszego rzedu w A\, mozna zapisa¢

w postaci:
n+1 n n) 1y n )y iy ,(n
pg. +) _ pg- )= )\ (,05 )H(l — pg )) +(1 pg- ))Hpg )) +0()\?). (2.18)

Roznice energii jednoczastkowych w kolejnych krokach czasowych (2.5) wyraza
teraz zalezno$c:
(n+1) (n) _ 7 () 17 (n) 77 )y 77 ,(n)
E) — B — Ty (Hp- B = ™)+ H(1 — M) HpS ) (2.19)

natomiast po skorzystaniu z cyklicznej niezmienniczosci §ladu, powyzsze réwnanie

upraszcza sie do:

() _ pm) _ ™ F1_ O\ F
ECY — B — _oxTy (pj 01— )H). (2.20)

Nastepnie opierajac si¢ na tym, ze p = p*> (co wynika z definicji macierzy ges-

tosci (2.6)) oraz na mocy cyklicznej niezmienniczosci $ladu mozna otrzymaé:

(1) _ ) _ OF TR0 OO 2
B — B = —oxtr (pVH(1 - o) (1 - o) Hp{") +0(N).  (221)

J

Poniewaz §lad z réwnania (2.21) nie moze by¢ ujemny, a energia nie moze maleé¢
w nieskonczono$¢ z iteracji na iteracje, metoda czasu urojonego jest zbiezna dla
odpowiednio matych wartoéci A\, a otrzymane wartosci energii daza do wartosci

wtlasnych hamiltonianu.
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2.4 Metoda rozkladu operatora ewolucji e na

czynniki z dokladno$cig do wyrazéw 2-go i 4-go
rzedu ze wzgledu na \

Gdy hamiltonian jest postaci:

N N

~2
~ . p] o

~

AH na ewoluowane funkcje wymaga rozwiniecia go w szereg

dzialanie operatora e~
potegowy, a wtedy do ewolucji mozna uzyé jedynie kilka pierwszych (najbardziej

znaczacych) cztonoéw rozwiniecia.

Okazuje sie, iz znacznie korzystniejszy ze wzgledu na numeryczng realizacje za-
gadnienia jest rozklad operatora ewolucji na czynniki z doktadnosciag do wyrazéow
okreslonego rzedu w A. Tak przyblizonym operatorem mozna bezposrednio
dziala¢ na ewoluowane funkcje, bez koniecznosci rozwijania go w szereg pote-
gowy. Wystarczy jedynie za pomoca transformaty Fouriera dokonywaé przejscia
z przestrzeni polozenn do przestrzeni pedow i odwrotnie, a na ewoluowane funkcje

dziata¢ kolejno odpowiednimi czynnikami przyblizonego operatora.

T+V)

NajczeSciej stosowanym przyblizeniem operatora ewolucji e *( jest
rozktad na czynniki z doktadnosciag do wyrazéw drugiego rzedu w A:
TAM) = e 1 We M e aAV. (2.23)
W ogoélnosci rozktad operatora ewolucji na czynniki mozna zapisa¢:
—~ ~ K ~ —~
T()\) — e*)\(T-I—V) — H e*ai/\Ve*bi)\T. (224)
i

Doboér wspoétczynnikow a;, b; zalezny jest od rzedu rozktadu. Ponadto nalezy za-

uwazy¢, ze aby metoda byta zbiezna, wspoélczynniki te musza by¢ dodatnie, co
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dla operatora postaci (2.24) jest mozliwe jedynie do 2-go rzedu. Dopiero stosujac
dodatkowy operator:

I PPN

V=V+ EAQ[V’ [T, V], (2.25)
exp(—/\(f + 17)) mozna rozlozyé na czynniki z dokladno$cig do wyrazéw 4-go

rzedu ze wzgledu na A:

TW(\) = e a2V e=3MT o= 3AV o= 32T o= GAV. (2.26)

Rzad rozktadu operatora mowi o tym, z doktadnoscig do ktérych wyrazéw przy
odpowiednich potegach A, rozwiniecie tego operatora w szereg potegowy jest takie
MNT+V)

same, jak rozwiniecie operatora e~ . Na przyktad dla rozkladu operatora

z dokladnoscig do wyrazéow 2-go rzedu ze wzgledu na A:
T(\) = e =1 - NT+ V) + IR(T + V)2 + BON®) =
=127 = AV + L0272 4 L0@V2 4 12TV 4+ L2VT + R();
TA(\) = e 3NV e 3N 3AV — (1- %/\‘7 + i/\2‘72 +..)X%
(1= INT+ 10T 4 ) x 1=V + 102 ) =
=1 AT — AV + 1072 + L2024+ LTV + L2VT + RO (\3),
a zatem: T(\) = T (X) + O0(\3).

Metoda wykorzystujaca rozktad operatora z dokladnoscig do wyrazow 4-go
rzedu, swoja efektywnosé zawdziecza temu, ze dla lokalnego potencjalu V(7),
réwniez V = V + %AQ[V, [f, 17]] mozna uznaé¢ za lokalny efektywny potencjal.
Aby wykaza¢ te wlasno§¢é wystarczy pokazaé, ze komutator [‘7, [’f, ‘7]] mozna

traktowa¢ jako lokalny.

Druga pochodna funkeji f(z) mozna przyblizy¢:

V@) ~ o

(f(x+ Az) = 2f(z) + f(x — Az)). (2.27)
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Positkujac sie zaleznocia (2.27) oraz dla operatora pedu postaci T = —;—262,

m

dzialanie komutatora [V, [T\, 17]] na funkcje falowa ¢(x) w przypadku jednowy-

miarowym mozna zapisac:

[2VTV — V2T — TV?}9p(x) =

= ;% —2V(2)V?V (2) + V(2)*V? + V?V (2)* }9(z) ~
h? 2
~ W{ (V(z+ az) = V(z))” (¥(z + oz) —P(z) +
+ (V(z — az) = V(2))* (W(z — az) — () } +
+ ﬁ{ (V(z + 82) = V(2)*$(@) + (V(z — Az) = V(2))* $(2)}. (2.28)

Dziatanie komutatora na funkcje falowa roztozono w ten sposob, aby otrzymac
czeS¢ lokalng i cze$¢ nielokalng, ktéra mozna zaniedba¢, poniewaz jest mata
wyzszego rzedu ze wzgledu na Ax w poréwnaniu do czesci lokalne;j.

Zatem dla operatora pedu T = —%62, dziatanie komutatora [17, [f, ‘7]] na

funkcje falowa mozna z dobrym przyblizeniem zapisac:
V17, 71| () ~

B2 , ,
~ gmiaep L V(@ +82) = V(@) $(@) + (Vi@ = o2) = V()" v(x)} =
= 2VTV = V2T — TV (x) (2.29)

Powyzsze rozumowanie bezposrednio przenosi sie¢ na przypadek tréjwymiarowy.

2.5 Opis procedury iteracyjnej umozliwiajacej
rozwigzywanie ré6wnania Schrodingera

W niniejszej czesSci przedstawiony zostanie opis procedury iteracyjnej, umozliwia-
jacej rozwigzywanie réwnania Schrédingera na sieci przestrzennej, z wykorzys-

taniem metody czasu urojonego.
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Sie¢ przestrzenna rozumiana jest jako zbiér punktéw w trzech wymiarach

o wspotrzednych (z;, y;, z) gdzie :

1=1,2,...,n4
J=12,...,ny;
k=1,2,...,n,.

Punkty te oddalone sg od siebie w taki sposob, ze:

Tit1 — T = AT;
Yj+1 — Y; = AY;
Zk+1 — Rk — Az.

Na skonstruowanej w ten sposob sieci przestrzennej nalezy opisa¢ poten-
cjal oraz funkcje falowe. Nie moga one by¢ zapisane w sposob ciagly jako
V(z,y,z) oraz .(z,y,z), lecz s okreSlone jedynie w punktach sieci tzn.
Vi, y5, 21), Ya(@i, Yjs 28)-

Zatem przed rozpoczeciem procedury iteracyjnej nalezy utworzyé¢ trojwy-
miarowy potencjal V(z;,y,, 2x) oraz ortonormalny uktad poczatkowych funkcji
{zpé?) (@i, yj,2c)}. Funkcje te mozna utworzyé w prosty sposob, nadajac kazdej
z nich warto§¢ 1 tylko w jednym punkcie sieci, a w pozostalych punktach
wartosci 0. Jest to jedna z ogromnych zalet metody czasu urojonego, poniewaz
ewolucje mozna rozpoczaé¢ z dowolnego ortonormalnego uktadu funkcji, a i tak
w wyniku procedury iteracyjnej beda one zbiegaly do funkcji wtasnych hamilto-

nianu.

Na pierwszy rzut oka wydawaé sie moze, ze po skonstruowaniu potencjatu oraz
poczatkowych funkcji falowych wystarczy dziata¢ na nie bezposrednio operatorem
exp (—Af] ) .

Jesli jednak hamiltonian jest postaci:

N 2 N
H=T+V=3 7543 V(A (2.30)
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dziatanie exp (—)\(f + 17)) na funkcje falowe {Qﬁ&") (@i, yj, 2k) } nie jest takie proste
i mozna tego dokonaé jedynie w sposob przyblizony. Aby uniknaé rozwijania
operatora erp (—/\(f—l—f})) w szereg potegowy, nalezy roztozy¢ go na czyn-
niki z dokladnoscig do okre§lonego rzedu w A. Przyblizenie operatora ewolucji
przez (2.23) lub (2.26) znacznie uprosci wyliczenia, poniewaz nie bedzie wtedy
konieczne rozwijanie operatora w szereg, a jedynie wystarczy dziala¢ takim ope-
ratorem bezposrednio na funkcje falowe {1, } W przestrzeni potozen lub po doko-
naniu transformaty Fouriera w przestrzeni pedéw. Omoéwione zostanie to na
przyktadzie rozktadu operatora ewolucji na czynniki z doktadnoscig do 2-go rzedu
w A, tzn. dla:

T(Q)(A) = ¢ %,\f/ AT - AV

=

Operatorem takiej postaci mozna do$¢ tatwo ewoluowaé stany jednoczastkowe
{1/)&")}, postugujac sie w tym celu kolejno i osobno kazdym z jego trzech sktad-
nikow.

Poczatkowo na {¢{} dziata sie czynnikiem e=3*V
funkcje {x&" ™}

, W wyniku czego otrzymuje sie

e |y = [0y (2.31)

N

ktore nastepnie poddaje sie transformacie Fouriera | X&"H)) [2], przechodzac tym

samym do przestrzeni pedow:

n tr. Fouriera n
ety B DY

Na funkcje zapisane w przestrzeni pedéw {X&"“)} dziata sie¢ teraz bezposrednio

—\T

operatorem e zapisanym w reprezentacji pedowej:

e T |ty = gy, (2.32)

Otrzymane w ten sposob funkcje {f((x"H)} nalezy ponownie zapisa¢ w przestrzeni

potozen i w tym celu poddaje sie je odwroconej transformacie Fouriera [2]:

{5an+1)} odwr. tr. Fouriera, {é. (n+1) }
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1 . ) 1 _1,\7
Na {&(I"J’ )} mozna znowu bez przeszkod dziataé operatorem e~2*V:

e—%/\\7|§(xn+1)> — |\I}((xn+1)>. (233)

Uktad funkcji {\II&RH)} wystarczy teraz jedynie podda¢ ortogonalizacji i unor-

mowac.

{\Ifg-n_H) ortogonalizacja {w(n—i—l)}.

+normalizacja J

Na otrzymane w ten sposob funkcje ponownie dziata sie operatorem ewolucji, pow-
tarzajac tym samym calg procedure, az do czasu uzyskania oczekiwanej zbieznosci,
tzn. np. jesli \E](-"H) —E](-n)\ < ¢, kiedy to uznaje sie, ze |\11£?+”> jest stanem wlas-

nym hamiltonianu H.

2.6 Ortogonalizacja

Otrzymane w wyniku dzialania operatora ewolucji (w metodzie czasu urojonego)
funkcje nalezy poddawa¢ kazdorazowo orogonalizacji i normalizacji. Jako metode
ortogonalizacji wybra¢ mozna ortogonalizacje Grama - Schmidta [3]. Jednak
ortogonalizacja przez diagonalizacje mimo, iz wymaga wiekszej iloSci wyliczen
moze czesto prowadzi¢ do szybszej zbieznoSci ewoluowanych funkeji [5]. Dlatego

tez warto jg omowic i rozwazy¢ jej zastosowanie w metodzie czasu urojonego.

W wyniku dziatania operatorem ewolucji 7'(\) na uklad ortogonalnych wek-

torow {|¢]("))} powstaje uktad nieortogonalnych wektorow {|\I!§-n+1))}:
(n+1)\ _ (n) :
(W) = T(N)[;™), j=1,...,N. (2.34)

W celu poddania tych wektoréw ortogonalizacji przez diagonalizacje nalezy

utworzy¢ macierz:
_ gyt gy (nt1)
M;; = (¥; |\Ilj ), (2.35)

a nastepnie rozwigzaé¢ dla niej zagadnienie wlasne, tzn.

Z Mij0§k) = mkcgk). (2.36)
J
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Nowy zortogonalizowany stan mozna zapisa¢ w postaci:

n 1 j n+1)
ity = =N )ity (2.37)
! \/WJZ

gdzie aby spetniony byt warunek ortonormalnosci musi zachodzié:

(D) )y L (8) (3) (g (n+D) | (n D)y _

1 (@) () 1
= E My — P
\/nijklc’“Cl Km0

Ponadto wida¢, ze jesli T()\)WJ(.")) = e M |¢§")), to wartodci wlasne m; zbiegaja
do exp(—2\E)}).

i1

Dla N stan6w metoda Grama - Schmidta wymaga przeliczenia N(N + 1)/2
liniowych kombinacji wektoréw, za§ metoda ortogonalizacji przez diagonalizacje
N? przeliczeri takich liniowych kombinacji. Jednak wieksza ilo§é wyliczeri rekom-
pensowana jest przez to, ze metoda ortogonalizacji przez diagonalizacje prowadzi
do szybszej zbieznosci (mniejszej ilosci iteracji), nisko lezace stany zbiegaja gwal-
towniej. Mozna zaoszczedzi¢ duzo czasu podczas wyliczen ,zamrazajac” stany
odpowiadajace nizszym energiom, ktore osiggnely oczekiwang zbiezno$¢. Liczba
stanow, ktore nalezy poddawaé ewolucji i ortogonalizacji zmniejsza sie gwaltowniej
niz w procedurze Grama - Schmidta [5].

Ponadto nalezy dodaé¢, iz M. Aichinger oraz E. Krotscheck w swojej pracy
[5] zwracaja uwage na to, ze w przypadku ortogonalizacji przez diagonalizacje
uzyskuje sie lepsza zbieznosé, gdy ewolucji podda sie kilka stanéw wiecej niz
potrzeba, szczegolnie gdy roéznica energii pomiedzy ostatnim zajetym, a pierwszym

wolnym stanem jest mata.

2.7 Energia

Energie jednoczastkowa w omawianej metodzie czasu urojonego mozna liczy¢
na dwa sposoby. Naturalnie, jednym jest obliczanie wartosci oczekiwanej ha-

miltonianu. Mozna tez wyliczy¢ energie ze wspolczynnikéw normalizacyjnych
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przeewoluowanych stanéw, zanim zostang one poddane ortogonalizacji i un-
ormowane. W niniejszej czedci rozdziatu przeanalizowane zostang te metody,
z uwzglednieniem bledéw zwigzanych z ich stosowaniem, dla przypadku operatora
ewolucji roztozonego na czynniki z dokladnosciag do wyrazéw okre§lonego rzedu

ze wzgledu na .

e energia wyliczona z norm funkcji

~

Gdy na ortonormalny uktad funkcji {wj(-k)} dzialaé¢ operatorem exp(—AH)

) = eap(-AH)[). =L N, (2:38)

J
wtedy:
<‘I’§k+1)“1’§k+l)> _ <1/1J(~k)|€_)ﬁ€_)ﬁ|¢](-k)> _ e—QAE](.k)’ (2.39)
a zatem energie stanu 7 mozna zapisac:
EW = - % i (00wl ) (2.40)
Poniewaz w omawianym przypadku, dla metody czasu urojonego, operator
ewolucji jest rowny operatorowi exp(—)\ﬁ ) jedynie z doktadnoscia do wyrazow

odpowiedniego rzedu w A, tzn.
T () = e M 4 oA™Y, (2.41)

otrzymane w wyniku dzialania nim na uklad ortonormalnych stanéow {W](-n))},

nowe wektory
@) = T () |g), i=1,...,N, (2.42)
sa rowne stanom wlasnym (2.38) z dokladnoscia do wyrazéow rzedu A", tzn.

|CI}§1<:+1)> — |\Ij§~k+1)> + )\n+1|<'0§k)> + . (243)

Na podstawie powyzszego widaé, ze wyliczona z normy (\P§k+1)|{lvl§-k+l))

wartosé

energii obarczona jest pewnym bledem wynikajacym z postaci operatora ewolucji.
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Przez analogie z (2.39) mozna zapisa¢:

(k)
6—2/\E‘j

= (TFIE) = P ITONTO ) =
= @] (e + o)) (2 + o)) i) =

—o\H n —AH |, (k k)| —xH| (k
= (e M)+t (oM ) + (e of) ) +
— 6—2)\E;k) + )\n—f—le—)\E‘](,k)’r] I (244)
Otrzymano zatem:
e DB o o~ E + )\"He_’\EJ('k)??. (2.45)

Powyzsza réwnosé po zlogarytmowaniu przybiera postac:
—ZAEJ(-I“) = —)\EJ(-k) +In (e:cp (—)\E](-k)) + At n) (2.46)

Korzystajac z twierdzenia Taylora (f(a+h) = f(a)+h/1! f'(a)+...), wystepujacy

w zaleznosci (2.46) logarytm mozna rozwingé w szereg, wtedy:

- n+1
CoAE® = oap® ¢ AT -
exp (—AE;”)

a zatem:

E](_k):E](_k)_)\n T+,

Ostatecznie mozna zapisac:

B = EM + o0

7. przeprowadzonej analizy widaé¢, ze energia jednoczastkowa otrzymana ze
wspotczynnikow normalizacyjnych przeewoluowanych funkcji, wyliczona jest
z dokladnoscig do wyrazow rzedu A" !, gdzie n jest rzedem rozkladu operatora

ewolucji.
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e wartosé¢ oczekiwana hamiltonianu

Do$¢ naturalnie pojawia sie pytanie, czy energie liczone jako wartosci oczeki-
wane hamiltonianu obarczone sg innym bledem niz energie liczone z norm prze-
ewoluowanych funkcji. W tym celu przyjeto, iz na funkcje falowe {wj(-kfl)} dziala
sie odpowiednimi operatorami ewolucji i otrzymuje sie doktadne funkcje {\Ilg-k)}

lub funkcje przyblizone {\Tlgk)}, tzn.:

TOWRET) = [B9) = B + v )

Otrzymane w ten sposob funkcje nalezy poddaé¢ ortogonalizacji i normalizacji,
g
i dopiero wtedy, mozna liczy¢ warto$ci oczekiwane hamiltonianu dla okre$lonych
stanéw jednoczastkowych.
{\I/(k)} ortogonalizacja {w(k)}
—_—

J +normalizacja J

T.(k)y ortogonalizacja (k)
(U7 ———— {47}
+normalizacja

Wartosci energii odpowiadajace nowo otrzymanym ortonormalnym funkcjom sg

rowne:
B = WP H ),
B = (" [H9). (247)
Poniewaz:
) = [97) + AT,
to:

) = [y 4 Aty (2.48)

co mozna wykazaé¢ postugujac sie np. ortogonalizacjg Grama - Schmidta.
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Korzystajac z (2.48) mozna zapisac:
@) = ) + X (1) + (P ) + X (o).
Co z kolei po skorzystaniu z ortonormalno$ci omawianych stanéw daje:
1= 14 X (1) + (AP)) Pl (249)

7 powyzszej réwnosci widaé, ze czton z A"t jest rzedu A2t tzn.

X (6 + (P ) ) = o). (2.50)

Energie wyliczong jako warto$¢ oczekiwang hamiltonianu dla stanéw jednocza-
stkowych {Jj(k)} mozna zapisac:
k (k)| 73 Tk k)| 731k n k) 73 (K
B = @ W) = B + X (G| B ) +
+ (@ ) ) + X0 (P ) =
n n k < k
— E® Ly +1E(k)(<¢§k)|gp§k)> + <¢§k)|¢§k)>> 4+ A +1)<¢§ )|H\g0§- ))_

J J

Czton z \"*! wystepujacy w powyzszej rownosci jest rzedu A2+ (2.50) i dlatego
warto$¢ bledu energii wyznaczonej w ten sposob jest rowniez tego samego rzedu,

tzn.

EW = BM 1 oxmD), (2.51)

Pokazano tym samym, ze warto$¢ oczekiwana hamiltonianu (2.47) wyliczana jest
ze znacznie wieksza doktadno$cia, niz wartosé energii liczona z norm ewoluowanych

stanow (2.44).



Rozdzial 3

Analiza numeryczna metody czasu

urojonego

W rozdziale tym omoéwiony zostanie wplyw, jaki na doktadno$é wyliczen ma
przyblizenie operatora ewolucji przez jego rozklad na czynniki z dokladnosciag
do wyrazéw 2-go rzedu, w poréwnaniu do procedury iteracyjnej wykorzystujacej
rozklad operatora na czynniki z doktadno$ciag do wyrazéw 4-go rzedu. Przeanali-
zowane zostang roéwniez metody ortogonalizacji ewoluowanych funkcji (ortogonal-
izacja Grama - Schmidta i ortogonalizacja przez diagonalizacje) wykorzystywane
w metodzie czasu urojonego. Jednak na poczatku, w omawianej procedurze nalezy
dobraé¢ wspotczynnik A = At/h tak, aby zapewnial on stosunkowo niewielki btad
otrzymywanych wartosci energii jednoczastkowych, przy umiarkowanej catkowitej
ilosci iteracji, co bezposrednio wigze sie z czasem dokonywanych wyliczen.
Analizy numerycznej metody czasu urojonego mozna dokona¢ jedynie wtedy,
gdy wyliczone wartosci energii jednoczastkowych zostang poréwnane z warto-
Sciami wtasnymi hamiltonianu otrzymanymi w sposéb analityczny. Dlatego tez
w niniejszym rozdziale obliczenn dokonano dla przypadku tr6jwymiarowego, syme-

trycznego oscylatora harmonicznego:

N~ 2 -2
7

N
55 p
=S Eenm
j=1 7j=1

dla ktorego wartosci energii jednoczastkowych mozna wyliczy¢é analitycznie

(3.1)

21
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1 wynosza one:
3
En:hw<n+§), n=0,1, 2, ..., (3.2)

za$ stopienn zwyrodnienia n-tego poziomu wynosi (n? + 3n + 2)/2 [1].
Blad dokonywanych wyliczen zdefiniowano:
N -
1 E,— E;
B=1 {_ ‘971
AN JZ_; E;

gdzie: E; - warto$¢ wlasana hamiltonianu (3.2);

}, (3.3)

E; - warto$¢ energii wyliczona numerycznie z zastosowaniem metody
€zasu urojonego;

N - ilosé ewoluowanych funkcji.

W rozdziale 3 oraz 4 przedstawiono wyniki wyliczeri dokonanych na sieci
przestrzennej regularnej (Ax = Ay = Az), utworzonej w taki sposob, ze
h?/m(Az)? = 165.7732M eV, a liczba punktow sieci w kazdym z kierunkow kartez-

janskiego uktadu wspoétrzednych wynosi: n, =n, =n, = 32.

3.1 Krok czasowy At, a dokladnosé wyliczen

Dobor kroku czasowego (At = h\) wystepujacego w operatorze ewolucji ma klu-
czowe znaczenie dla doktadnosci wyliczern. Wplywa on réwniez bezposrednio na
ilos¢ iteracji koniecznych do otrzymania zalozonej zbiezno$ci. Im mniejszy jest
wspotczynnik A, tym wieksza ilo§¢ iteracji i dtuzszy czas wyliczen, ale tym samym
wieksza dokladnosé. Nalezy wspomnie¢, iz w przypadku zbyt duzego kroku cza-
sowego funkcje nie bedg zbiegaly do wartos$ci wiasnych hamiltonianu.

Poniewaz decydujacy wplyw na wielko$¢ kroku czasowego At (wspoélczyn-
nika A) ma masa czastki m, oraz odlegtosci miedzy punktami sieci przestrzen-
nej na ktorej rozwigzywane jest rownanie Schrédingera, warto§¢ wspotczynnika

A wyrazono we wspotrzednych bezwymiarowych m(Ax)?/h%. Wyliczenia, ktore
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przedstawiono w niniejszym paragrafie, dokonane byly dla przypadku potencjatu
sferycznie symetrycznego oscylatora harmonicznego (hw = 18MeV), a ewolucji
poddawano 100 stanéw neutronowych.

Wplyw jaki na doktadnos¢ wyliczen ma dobor wspotczynnika A\ = At/h ilu-

struje wykres - rys. 3.1.

log(1/N (IE e /E))
A A A A
N o w =
| | |

[ )

[ )

[ )

(]

[ )
| | | |

A

[{o]
T
|

o
T
|

80 120 160 200 240 280 320 360 400
A (m (2T ax)?)

Rysunek 3.1: Dokladnosé¢ wyliczen w funkeji kroku czasowego, gdzie A = At/h,
za$ h?/m(Ax)? = 165.7732MeV. Obliczenn dokonano z zastosowaniem operatora

ewolucji 7™ ()) oraz dla ortogonalizacji Grama - Schmidta.

Widaé¢ zatem, ze aby otrzymaé¢ duza dokladno§é¢ wyliczen, nalezy stosowaé
mozliwie maly wspotczynnik A, co z kolei przektada sie na wzrost ilosci iteracji
i wydtuzenie catkowitego czasu obliczen. Istnieje jednak sposob umozliwiajacy
osiggniecie duzej dokladnosci, przy umiarkowanym czasie trwania calej proce-
dury iteracyjnej. W tym celu nalezy postuzy¢ sie zmiennym krokiem czasowym,
tzn. wspoélczynnik A\ moze w kilku pierwszych krokach czasowych przyjmowac
znacznie wiekszg wartos§é, a dopiero w kolejnych krokach nalezy zmniejszyé¢ go,
do wartosci wspotczynnika odpowiadajacego doktadnosci wyliczen, ktorg chee sie

otrzymad (rys. 3.1).
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Rozpoczecie catej procedury iteracyjnej z dos¢ duza wartoscig wspotczynnika
A umozliwia szybkie osiggniecie postaci funkcji falowych zblizonych do funkcji
wlasnych hamiltonianu. Otrzymane w ten sposéb funkcje mozna nastepnie ewolu-
owa¢é ze znacznie wiekszg dokladnoscig, odpowiednio zmniejszajac krok czasowy
(wspolczynnik \) w kolejnych iteracjach.

Stosujac taka metode mozna znacznie skroci¢é czas wyliczen i zmniejszyé
ilos¢ iteracji w poréwnaniu do przypadku, w ktérym krok czasowy od razu jest
odpowiednio matly, tzn. taki, ktéry zapewnia oczekiwang dokladnosé wyliczen.

Na wykresach - rys. 3.2 oraz rys. 3.3, przedstawiono efektywnos$¢ metody czasu
urojonego, w ktorej wartos¢ wspotczynnika A zmienia sie dwukrotnie podczas trwa-
nia procedury iteracyjnej w poréwnaniu z przypadkami wyliczen, dla ktorych krok

czasowy wystepujacy w operatorze ewolucji jest staly.

1.0 7 L] L] I L] L] L] L] I L] L] L] L] I L] L] L] L] I L] L]
[ —B—1=50; A=15; =05 l
00 I —&— A =1.5 (constans) .
- —— A=0.5 (constans)
/"L} -10 |-
5_
u -2.0 T
[:]/ L
Z 30 I
5 I
O 40 4
5.0 I = = =
Il Il Il Il I Il Il Il Il I Il Il Il Il I Il Il Il Il I Il Il
0 5 10 15 20

iteracje

Rysunek 3.2: Dokladnosé¢ wyliczenn w funkcji iteracji, dla przypadku zmiennego
kroku czasowego (—O— m’\i =829; A — 949, M’ _ g9 0)

(ax)? ’ m(AT)? ’ m(AT)?
oraz dla przypadku stalego kroku czasowego w calej procedurze iteracyjne;j

(—0— M =249 oraz —V— M =82.9).

m(az)? m(Aax)?
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Rozpoczecie procedury iteracyjnej od dosé¢ duzej wartosci wspotczynnika A za-
pewnia w poczatkowych iteracjach szybsze osigganie energii zblizonych do wartosci
wlasnych hamiltonianu (rys. 3.2, 3.3). Duzy krok czasowy nalezy jednak zmniej-
szy¢ (w tym przypadku juz po kilku iteracjach), tak aby funkcje falowe mozna

byto ewoluowaé z wieksza dokladnoscia.

1-0 I L] I L] I L] I L]
[ —H—A=50; A=15; A,=05 1
0.0 I —&— A =1.5 (constans) -
’ | —7— A =0.5 (constans)
~ -1.0 I~
E; L
[0} =
'-'i -2.0
at
z 3.0 ™
= L
O 40
50 I
'l I 'l I 'l I 'l I 'l
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Cczas

Rysunek 3.3: Dokladnosé¢ wyliczen w funkcji czasu wzglednego, dla przypadku

zmiennego kroku czasowego (—O— m(%;)z = 829; m(%:c)z = 249; 771(%;)2 = 82.9)

oraz dla przypadku stalego kroku czasowego w calej procedurze iteracyjnej
(—0— M =249 oraz —V— M =82.9).

m(AT) m(Az)

Dla kroku czasowego At dla ktérego A = 1.5MeV ™1 ( A 249) funkcje

m(Az)?
falowe zbiegly po nieco mniejszej ilosci iteracji, niz dla przypadku, w ktorym

warto$¢ wspotczynnika \ wynosita: poczatkowo 5.0MeV ! (mf\fi)z = 829), nastep-

nie 1.5MeV ! (m()\ZiP = 249), a ostatecznie byta rowna 0.5MeV 1 (=22 = 8.29)

m(Aaz)?
(rys. 3.2). Jednak juz sam czas wyliczen, dla omawianego przypadku, jest znacznie

dhuzszy, co wida¢ na rys. 3.3. Mniejsza jest roéwniez doktadnos$é wyliczen, gdy
A=15MeV ! (m(%;z = 249), poniewaz o doktadnosci wyliczen decyduje wartosé
wspotczynnika A w momencie, gdy koriczy sie cata procedura iteracyjna, zgodnie

z przyjetym warunkiem zbieznosci (2.11).



26 ROZDZIAL 3. ANALIZA NUMERYCZNA ...

3.2 Efektywno$¢ metody czasu urojonego w za-

leznosci od rzedu rozkladu operatora ewolucji

Oczywiste jest to, ze jeden krok procedury iteracyjnej dla metody czasu urojonego
trwa dtuzej (konieczna jest wieksza iloé¢ wyliczen) dla rozktadu operatora ewolucji
z dokladnoscig do wyrazow 4-go rzedu ze wzgledu na A, niz ewolucja tej samej
ilodci funkcji, przy zastosowaniu rozktadu z dokladnoscia do wyrazéw 2-go rzedu.
Jednak metoda wykorzystujaca operator T™)(\) okazuje sie efektywniejsza, dla
zblizonej doktadnosci wyliczen, niz gdy do ewolucji stanéw stuzy operator T(Q)()\).
Dzieje sie tak dlatego, poniewaz aby osiggnaé¢ poréwnywalny btad dla wyliczonych
wartosci energii, nalezy przyjac¢ rézne wartosci wspétczynnika A dla roznych rzedow
rozktadu operatora.

I tak dla potencjatu tréjwymiarowego jednorodnego oscylatora harmonicznego
(gdzie hw = 18 MeV') przyjeto odpowiednio:
dla T3 (), A=0.05MeV™1 (22~ 8.29);

m(Az)?

dla T®(\),  A=076MeV! (Mo~ 126).

(az)?

W obu przypadkach logarytm sredniego btedu wzglednego (3.3) dla ewoluowanych

100 funkcji falowych wynosi B ~ —4.7.

Koniecznos$é doboru réznych wartosci wspotczynnikow A w zaleznosci od rzedu
rozktadu operatora ewolucji, bezpoSrednio przektada si¢ na mniejszg ilos¢ iteracji
w procedurze gdzie operator ewolucji przybliza sie przez T™ (A\) w poréwnaniu do
przypadku, gdy w metodzie czasu urojonego stosuje sie 7 ()) (rys. 3.4(a)).

W oczywisty sposob znacznie mniejsza ilo§¢ iteracji dla metody wykorzystu-
jacej rozktad z doktadnoscia do wyrazow 4-go rzedu w A (przy zblizonej doktad-
nosci wyliczen) przeklada sie na krétszy czas potrzebny do zakonczenia procedury
iteracyjnej i otrzymania oczekiwanej zbieznosci (rys. 3.4(b)).

Dokonana analiza jednoznacznie wykazuje przewage przyblizania w procedurze
iteracyjnej metody czasu urojonego operatora ewolucji e~ M przez jego rozktad na
czynniki z doktadno$ciag do wyrazéw 4-go rzedu nad przyblizeniem przez rozklad
na czynniki z dokladnosciag do wyrazoéw 2-go rzedu w A. Dlatego zawsze, gdy

utworzenie operatora 7™ ()\) jest mozliwe, nalezy rozwazyé jego uzycie.
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Rysunek 3.4: Dokladnos$é wyliczen w funkceji iteracji (a) oraz w funkcji czasu
wzglednego (b), dla operatora T ()\) (—A— imet=2) oraz dla operatora T(*)(\)
(—O— imet=4).
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3.3 Ortogonalizacja i jej wplyw na zbieznosé

Wybér metody ortogonalizacji moze znaczaco wptywaé zaré6wno na ilos¢ iteracji
konieczng do otrzymania zatozonej zbieznosci, jak i na catkowity czas wyliczen.
W rozdziale 2 wspomniano o tym, ze M. Aichinger oraz E. Krotscheck twierdza, ze
w przypadku ortogonalizacji przez diagonalizacje cala procedura iteracyjna trwa
znacznie krocej niz, gdy do ortogonalizowania ewoluowanych funkcji stosuje sie
metode Grama - Schmidta [5].

Przeprowadzona analiza dla przypadku potencjatu tréjwymiarowego, symetry-
cznego oscylatora harmonicznego pokazuje, iz faktycznie zastosowanie ortogona-
lizacji przez diagonalizacje w metodzie czasu urojonego wymaga mniejszej ilosci
iteracji, niz gdy ortogonalizacje ewoluowanych funkcji przeprowadza sie za pomoca
metody Grama - Schmidta (rys. 3.5).

Wykres - rys. 3.5(a) przedstawia Sredni blad wzgledny (3.3) w funkcji
iteracji dla przypadku ewoluowanych 100 neutronowych funkcji falowych
(h?/m(Aaz)? = 165.7732MeV) oraz dla takiego potencjatlu oscylatora harmoni-
cznego, gdzie hw = 18MeV'.

Natomiast wykres - rys. 3.5(b) przedstawia te sama zaleznos¢, lecz w tym
przypadku ewolucji poddano jedynie 15 stanéw oraz przyjeto nieco inng wartosc
hw dla potencjatu oscylatora harmonicznego, a mianowicie iw = 10MeV .

W obydwu przypadkach wartos¢ wspotczynnika A\ byta stala i wynosita
A=0.5(MeV)7! (tzn. A% /m(Aax)? =~ 83).

Gdy jednak, ta samg warto$¢ btedu wzglednego przedstawi¢ w funkcji czasu
wyliczen, okazuje sie, ze dla ewoluowanych 100 funkcji falowych, procedura ite-
racyjna trwa dluzej, gdy stosuje sie w niej ortogonalizacje przez diagonalizacje
(rys. 3.6(a)). Nalezy wiaza¢ to z tym, ze w tym przypadku do osiagniecia za-
tozonej zbieznosci konieczna jest stosunkowo niewielka ilos§¢ iteracji. I dlatego
nieco mniejsza ilo§¢ krokéw procedury iteracyjnej w przypadku stosowania orto-
gonalizacji przez diagonalizacje nie zrekompensuje tego, iz jeden krok omawianej
metody trwa dituzej gdy stosuje sie w nim ortogonalizacje przez diagonalizacje

zamiast metody Grama - Schmidta.
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Natomiast w przypadku 15 funkcji i gdy hw = 10MeV ortogonalizacja przez
diagonalizacje jest juz korzystniejsza, nie tylko ze wzgledu na mniejszg iloé¢ itera-
cji (rys. 3.5(b)), ale rowniez ze wzgledu na krétszy czas trwania calej procedury
iteracyjnej (rys. 3.6(b)). Zwigzane jest to z wieksza iloscig iteracji konieczng do
otrzymania zatozonej zbiezno$ci w tym przypadku, niz gdy ewolucji poddawano
100 stan6éw oraz gdy hw = 18MeV'.

Nalezy przypuszczac, ze jedli ilo$¢ iteracji bedzie jeszcze wieksza, zysk wynika-

jacy z zastosowania ortogonalizacji przez diagonalizacje rowniez wzrosnie.

Podsumowujac te czeé¢ rozdzialu nalezy stwierdzi¢, ze wybdr metody ortogo-
nalizacji przez diagonalizacje zmniejszy ilo§¢ iteracji potrzebnych do otrzymania
oczekiwanej zbieznosci w poréwnaniu z metoda Grama - Schmidta. Nie mozna
jednak z taka sama stanowczoscig wypowiadaé sie o wyzszosci tej metody nad
ortogonalizacjg Grama - Schmidta, gdy brany jest pod uwage catkowity czas wy-
liczen.

Metoda ortogonalizacji przez diagonalizacje, nie okazala sie tak efektywna
dla omawianego powyzej przypadku oscylatora harmonicznego i ewoluowanych
100 stanéw neutronowych (rys. 3.6(a)), jak mozna by sie spodziewa¢ po lekturze
cytowanego poprzednio artykulu [5]. Jednak moze ona, by¢ znacznie bardziej
uzyteczna od metody Grama - Schmidta dla innego potencjatu, lub innej ilosci
ewoluowanych funkcji falowych (rys. 3.6(b)). Dlatego tez warto rozwazy¢ jej za-

stosowanie, za kazdym razem gdy stosuje si¢ metode czasu urojonego.

Dokonujac wyliczen dla potencjatu sferycznie symetrycznego oscylatora harmo-
nicznego, nie zaobserwowano znaczacego wpltywu na dokltadno$é¢ wyliczen w za-

leznoéci od wyboru metody ortogonalizacji ewoluowanych stanow.
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Rysunek 3.5: Doktadno$é¢ wyliczenn w funkcji iteracji, w przypadku ortogonali-
zacji Grama - Schmidta (—O— Gram-Schmidt) oraz ortogonalizacji przez dia-
gonalizacje (—A— diagonalizacja). Obliczen dokonano dla 100 funkcji falowych
i hw = 18 MeV (a) oraz dla 15 funkcji falowych i fuw = 10MeV (b).
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Rysunek 3.6: Dokladnosé wyliczen w funkcji czasu wzglednego, w przypadku or-
togonalizacji Grama - Schmidta (—O0— Gram-Schmidt) oraz ortogonalizacji przez
diagonalizacje (—A— diagonalizacja). Obliczeni dokonano dla 100 funkcji falowych
i hw = 18 MeV (a) oraz dla 15 funkcji falowych i fuw = 10MeV (b).
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3.4 Energia

We wszystkich paragrafach rozdziatu 3, do wyliczen $redniego btedu wzglednego
(3.3) wykorzystywano energie jednoczastkowe Ej liczone z norm przeewoluowa-
nych funkcji (2.40). Postuzono sie taka metoda ze wzgledu na krotszy czas
potrzebny do obliczenia energii w kazdym kroku procedury iteracyjnej, a tym
samym krotszy catkowity czas wyliczen.

W rozdziale 2 pokazano jednak (paragraf 2.7), iz obliczanie energii z wartosci
oczekiwanej hamiltonianu (2.47) jest metoda dokladniejsza, co ilustruje rowniez
rys. 3.7. Na wykresie tym umieszczono wartosci logarytméw Sredniego bledu
wzglednego energii jednoczastkowych obliczonych obydwoma metodami, dla po-
tencjatu sferycznego oscylatora harmonicznego o fiw = 18 MeV i dla 100 stanéow
neutronowych. Ponadto nalezy dodaé, ze réznica energii wyliczona obydwoma
metodami jest tym wieksza im wiekszy jest wspolczynnik A wystepujacy w ope-
ratorze ewolucji 7 ().

Wida¢ zatem, ze nawet jesli podczas trwania calej procedury iteracyjnej energie
jednoczastkowe liczone sg z norm ewoluowanych funkcji, to po zbiegnieciu wszys-
tkich stanéw, warto jest obliczy¢ warto$ci oczekiwane hamiltonianu dla otrzy-

manych stanéw jednoczastkowych.
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Rysunek 3.7: Dokladnosé wyliczenn w funkeji kroku czasowego, gdzie A = At/h,

za§ h?/m(Ax)? = 165.7732MeV. Obliczen dokonano z zastosowaniem operatora

ewolucji T ()) oraz dla ortogonalizacji Grama - Schmidta. Ewolucji poddano 100

neutronowych funkcji falowych. Punkty oznaczone jako ,, © “ odpowiadaja log-

arytmowi §redniego btedu wzglednego liczonego dla energii otrzymanych z norm

przeewoluowanych stanéw. Punkty oznaczone jako ,, O

odpowiadaja logaryt-

mowi Sredniego bledu wzglednego liczonego dla energii otrzymanych z wartosci

oczekiwanych hamiltonianu. Wartoéci btedéw energii liczono po zbiegnieciu catej

procedury iteracyjne;j.
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3.5 Analiza metody czasu urojonego dla przypadku

potencjalu Woodsa - Saxona

W poprzednim paragrafie rozdziatu 3 dokonano analizy numerycznej metody
czasu urojonego na przyktadzie potencjatu oscylatora harmonicznego. Nie jest
to jednak potencjal, ktéory mozna by uznaé, za jeden z najlepiej odtwarzajacych
Sredni potencjal jadrowy, dlatego w niniejszym paragrafie przedstawiona zostanie

analiza metody czasu urojonego dla przypadku potencjalu Woodsa - Saxona |[6].

Sferycznie symetryczny potencjal Woodsa - Saxona wyraza sie wzorem:

V() = -V, [1 + exp (T _GJRO)} - (3-4)

W dokonanych wyliczeniach przyjeto odpowiednio:
promien Ry = 5.0 fm,

rozmycie powierzchni jadra a = 0.64 fm,
gtebokosé Vo = 20 MeV'.

Dla potencjalu Woodsa - Saxona nie mozna jednak doktadnie obliczyé
energii jednoczastkowych w sposob analityczny i dlatego (w tym przypadku)
nie mozna oceni¢ jaki wpltyw na doktadno$¢ wyliczen ma doboér poszczegélnych
parametrow, czy tez metody ortogonalizowania ewoluowanych stanéw. Mozna
jednak stwierdzi¢, ktéra z metod ortogonalizacji stosowana w metodzie czasu

urojonego prowadzi do szybszej zbieznosci.

Ewolucji poddano 105 stanéw neutronowych. Za istotne z punktu wyliczen
i otrzymanych wartosci energii jednoczastkowych uznano jednak 100 ,najnizszych®
standw, za$ 5 dodano po to, aby poprawié¢ doktadno$é wyliczen funkcji odpowiada-
jacych najwiekszym energiom [5]. Ewolucji poddano tak znaczna ilo§é stanow,
z my$la o stosowaniu metody czasu urojonego dla materii jadrowej wystepu-
jacej w skorupie gwiazd neutronowych, gdzie jadra atomowe zanurzone sg m.in.

w morzu neutronéw |9, 10].
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Aby ocenié¢, ktora z metod ortogonalizacji prowadzi do szybszej zbieznosci,
przedstawiono warto$¢ logarytmu bledu wzglednego energii wybranego stanu,

w funkcji kroku procedury iteracyjnej lub wzglednego czasu wyliczen.

Logarytm bledu wzglednego energii jednoczastkowej stanu j w k-tym kroku
czasowym zdefiniowano:
E; — E®
5

B

B¥ = log ‘ (3.5)

gdzie: E](-k) - energia stanu j liczona w k-tym kroku czasowym,
Ej - energia stanu j otrzymana po zbiegnieciu calej procedury

iteracyjnej.

Wykresy - rys. 3.8 ilustrujg wartosci logarytméw bledéow wzglednych energii
jednoczastkowej (3.5) pierwszego stanu (j = 1), tj. stanu o najnizszej energii
w funkcji kolejnych krokow czasowych - (a) oraz w funkcji wzglednego czasu wy-
liczen - (b). Wida¢, iz w omawianym przypadku, gdy stosowano ortogonalizacje
przez diagonalizacje pierwszy stan zbiegl po znacznie mniejszej iloSci iteracji
(k = 12), niz gdy dokonywano ortogonalizacji ewoluowanych funkcji przy pomocy
metody Grama - Schmidta (k = 40) (rys.3.8 (a)). Jednak réznica czasow po
ktorych pierwszy stan zbiega nie jest juz tak znaczna, choé¢ réwniez na korzyécé
ortogonalizacji przez diagonalizacje (rys.3.8 (b)). Do$¢ oczywiste wydaje sie
to, ze dla stanéw odpowiadajacych wyzszym energiom, réznice te beda jeszcze
bardziej wyrazne, a zysk wynikajacy z ortogonalizowania przez diagonalizacje

bedzie znaczny.

Nalezy podkresli¢, ze odpowiednie punkty z rys. 3.8, 3.9 oraz 3.10 widoczne
na gornych wykresach - (a) sg tymi samymi, co te na wykresach dolnych - (b),

gdzie sy przedstawione w funkcji czasu wzglednego, a nie iteracji.
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Rysunek 3.8: Doktadno$é¢ wyliczen (3.5) w funkcji iteracji (a) i w funkcji wzgled-

nego czasu obliczen (b) dla pierwszego stanu neutronowego mk)). Obliczen doko-

nano dla potencjalu Woodsa - Saxona (3.4) z zastosowaniem operatora ewolucji

T™()), stosujac ortogonalizacje Grama - Schmidta (—[J—) lub ortogonalizacje

przez diagonalizacje (—A—). Krok czasowy dobrano tak, ze A = 1.0 (MeV)™".
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Rysunek 3.9: Dokladno$¢ wyliczetn (3.5) w funkcji iteracji (a) i w funkcji
wzglednego czasu obliczen (b) dla pietdziesiatego stanu neutronowego |wé’(§)>.
Obliczen dokonano dla potencjalu Woodsa - Saxona (3.4) z zastosowaniem op-
eratora ewolucji 7™ ()), stosujac ortogonalizacje Grama - Schmidta (——) lub

ortogonalizacje przez diagonalizacje (—A—). Krok czasowy dobrano tak, ze
A = 1.0 (MeV).
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Rysunek 3.10: Doktadnosé wyliczen (3.5) w funkcji iteracji (a) i w funkcji wzgled-
nego czasu obliczen (b) dla setnego stanu neutronowego \7/1%2)). Obliczen dokonano
dla potencjatu Woodsa - Saxona (3.4) z zastosowaniem operatora ewolucji 7™ (),
stosujac ortogonalizacje Grama - Schmidta (—J—) lub ortogonalizacje przez dia-
gonalizacje (—A—). Krok czasowy dobrano tak, ze A = 1.0(MeV)™!.
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Z wykresu - rys.3.9 (a) wida¢, ze 50 stan zbiegt po mniej niz 35 iteracjach, gdy

stosowano ortogonalizacje przez diagonalizacje.

Poréwnujac wykresy - rys.3.9 (a) i (b) widaé, ze 32 poczatkowe iteracje w przy-
padku ortogonalizacji przez diagonalizacje trwaja zblizong ilo§¢ czasu co 75 pierw-
szych krokéw procedury iteracyjnej gdy ewoluowane stany sg ortogonalizowane za

pomocg metody Grama - Schmidta.

Aby jeszcze lepiej zobrazowaé przewage metody ortogonalizacji przez diagona-
lizacje nad metodg Grama - Schmidta w omawianym przypadku ewoluowanych
funkcji, mozna dodaé to, czego na zaprezentowanych wykresach nie widaé¢. Gdy
stosowano metode ortogonalizacji przez diagonalizacje, 51 stanéw zbieglo - zgodnie
z przyjetym warunkiem zbieznosSci - po 33 iteracjach. Zblizong iloé¢ czasu trwato
78 poczatkowych krokéw procedury iteracyjnej wykorzystujacej metode Grama -
Schmidta, jednak doprowadzito to do zbiegniecia zaledwie 4 stanéw o najnizszych
energiach. Wykresy - rys.3.9 (a) oraz (b) ilustruja jak daleko jest funkcja opisujaca
50 stan, od takiej postaci, do ktorej ostatecznie zbiega, gdy stosuje sie ortogona-
lizacje Grama - Schmidta. Zblizony czas wyliczen i ponad dwukrotnie mniejsza
ilos¢ iteracji wystarczy, aby ten sam stan zbiegl, gdy w metodzie czasu urojonego

korzysta sie z ortogonalizacji przez diagonalizacje.

7 wykresow - rys.3.10 widacé, ze zbiegniecie 100 stanéw neutronowych w oma-
wianym przypadku z wykorzystaniem metody ortogonalizacji przez diagonalizacje
zajeto mniej niz 370 krokow procedury iteracyjnej i trwato znacznie krocej niz taka
sama liczba iteracji gdy do ortogonalizacji stosowano metode Grama - Schmidta.
Warto dodaé, iz po 370 krokach procedury iteracyjnej w ktorej stosowano metode
Grama - Schmidta zbieglo zaledwie 15 stanéw odpowiadajacych najmniejszym

wartoSciom energii.

Wyliczenia przeprowadzone dla stanéw neutronowych i potencjalu Woodsa
- Saxona pokazaly, jak znacznie skraca cala procedure iteracyjnag zastosowanie
metody ortogonalizacji przez diagonalizacje, w poréwnaniu do metody Grama -
Schmidta. Nalezalo sie tego spodziewaé, gdyz wiaze sie to ze znacznie wieksza, ilos-

cig iteracji konieczng do otrzymania zatozonej zbieznoéci dla tak skonstruowanego
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potencjalu, w poréwnaniu do omawianego w poprzedniej czesci rozdziatu przy-

padku potencjatu sferycznie symetrycznego oscylatora harmonicznego.

W naturalny sposob pojawia sie pytanie, czy z tak znaczng réznicg czaséow
trwania procedur iteracyjnych, wigze sie réznica w doktadnosci wyliczen dla tych
przypadkow.

Dla potencjalu Woodsa - Saxona nie da sie policzy¢ dokladnie energii jednocza-
stkowych w sposob analityczny. Mozna jedynie poréwnaé ich wartosci, obliczone
za pomoca metody czasu urojonego z zastosowanie obydwu metod ortogonaliza-
¢ji, do réznicy energii liczonej z norm ewoluowanych funkcji i wartosci oczekiwanej

hamiltonianu, gdy stosuje sie konkretna metode ortogonalizacji.

Logarytm $redniej wzglednej r6znicy energii, liczonej z norm przeewoluowanych

funkcji dla obydwu metod ortogonalizacji wyraza sie wzorem:

Edmgon -
deag vs GS =1lo (norm) ](norm)
norm g E Edmgon

j(norm)

1 wynosi:

deag vs GS ~ —3.90.

norm

Logarytm $redniej wzglednej r6znicy energii, liczonej jako warto$é¢ oczekiwana

hamiltonianu dla obydwu metod ortogonalizacji wyraza si¢ wzorem:

Edzagon
BdiagivsiGS -1 (4| H|5) J‘HU)
wartocz.H — 108 Edza_qon

(41 H|j)
1 wynosi:

Bdiag_vs_GS ~ —3.90.

wart.ocz. H

Logarytm $redniej wzglednej réznicy energii, liczonej z norm przeewoluowanych

funkcji oraz jako warto$é¢ oczekiwana hamiltonianu dla metody ortogonalizacji
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przez diagonalizacje wyraza sie wzorem:

— Fw-ocz 2. H
Bngrm_@_wqrt.ocz.H _ log{ 2 : ‘ dwgon (dzagon)

diagonalizacja Enorm
j(diagon)

}

1 wynosi:
norm_vs wart.ocz.H
deagonalzzacya A~ —5.32.

Logarytm Sredniej wzglednej réznicy energii, liczonej z norm przeewoluowanych
funkcji oraz jako warto$¢ oczekiwana hamiltonianu dla metody ortogonalizacji

Grama - Schmidta wyraza si¢ wzorem:

norm

t.ocz. H J(G=S) J(G S)
Bttt og { Z\ )

1 wynosi:
norm_vs wart.ocz.H
BGram—Schmidt —9.33

Na podstawie dokonanych wyliczenn nalezy stwierdzi¢, ze w omawianym przy-
padku, bledy obliczeri wynikajace ze stosowania jednej z metod ortogonalizacji
ewoluowanych stanoéw sg znacznie wieksze od bledéw zwigzanych ze sposobem

liczenia energii jednoczastkowych.
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3.6 Podsumowanie

Dokonana w niniejszym rozdziale analiza numeryczna, wykazuje przewage stosowa-
nia w metodzie czasu urojonego rozktadu operatora ewolucji na czynniki z doktad-
no$cig do wyrazéow 4-go rzedu, nad stosowaniem rozktadu tego operatora z doktad-
noscig do wyrazow 2-go rzedu w A.

Pokazano réwniez, ze gdy cala procedura iteracyjna wymaga wiekszej iloSci
iteracji, wykorzystanie do ortogonalizacji ewoluowanych stanéw, ortogonalizacji
przez diagonalizacje, zamiast metody Grama - Schmidta, powinno znacznie skrocié
catkowity czas obliczen.

W niektorych przypadkach, wybér metody ortogonalizacji moze mie¢ zauwazalny

wplyw na doktadno$é¢ wyliczen.



Rozdzial 4

Metoda czasu urojonego

dla potencjalu okresowego

4.1 Wstep teoretyczny

W rozdziale 2 omoéwiono szczegdétowo metode czasu urojonego. Nalezy jednak
przeanalizowaé¢, czy mozna stosowaé ja bez przeszkdéd i wiekszych zmian, do

rozwigzywania jednoczastkowego rownania Schrodingera:
| VPN -
{39+ 70} ) = BB (4.)

dla potencjatu okresowego, tzn. gdy: V(7) = V(7 + R,),
gdzie: én = TL16_L’1 + ’I’LQ&Q + 77,36,'3.
Wektory d1, ds, @3 s3 wektorami podstawowymi sieci prostej, zas ni, ng, ns s

liczbami catkowitymi.

Na podstawie twierdzenia Blocha [7,8]|, jednoczastkows funkcje falowa z row-

nania (4.1) mozna zapisa¢ w postaci:

—

Ui () = e Tug(7), (4.2)
gdzie funkcja ug(7) jest periodyczna ( ug(F) = uk(F+ Ry) ).
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Podstawiajac nastepnie funkcje (4.2) do réwnania (4.1) mozna otrzymaé row-

nanie Schrédingera postaci:

{_% (92428 9 -7 + v(fa} w(® = ERu@.  (43)

Wida¢ zatem, ze w rownaniu (4.3), funkcje operatora energii kinetycznej pehni:

T=—" (V24 2ik-V — k).
2m(V + 2ik -V — k%)

Jesli hamiltonian jest postaci:
H=T+V,

to cale rozumowanie przedstawione w rozdziale 2 przenosi sie bez przeszkdéd na
przypadek potencjatu okresowego.

Nalezy jedynie sprawdzi¢, czy dla operatora ewolucji przyblizonego przez jego
rozklad na czynniki z doktadnoscia do wyrazéow 4-go rzedu (2.26), a dokladniej,
czy z komutatora [17, [f, \7]] mozna wyodrebni¢ taki sam lokalny potencjal, jak w

paragrafie 2.4.

Jesli zatem, operator energii kinetycznej dla potencjatu okresowego zapisaé
w postaci:
T 5 =2 Lo _ 2
T'=——(V"+2ik-V —k%), 4.4
] ) (14)
to wystarczy sprawdzi¢, co dzieje sie, gdy kazdy z jego trzech sktadnikéw wstawi

sie osobno do komutatora [V, [T, V]] i nastepnie podziala sie nim na funkcje w(z).

Rozumowanie dla pierwszego cztonu operatora (4.4) jest identyczne jak prze-

prowadzone poprzednio (paragraf 2.4) dla T = —5—262.

m
Pozostaje jedynie sprawdzié, co dzieje sie gdy dwa pozostale czlony opera-
tora (4.4) zostang wstawione do omawianego komutatora, dziatajacego na funkcje
falowa [V, [T, V]]ux(z).



4.1. WSTEP TEORETYCZNY 45

Dla drugiego cztonu (4.4):
h2

—— [V, 12 - V). 7] un(a) =
ihzkm = 2 = 2
= {2V(2)VV () = V(2)’V — VV (2)? }ug(z) =
~ _fZ A"; [2V(@)V (2 + Az)up(e + Az) — 2V (@) up(z) — V(@) 2us(z + Aa)

+ V(@) u(w) = V(@ + 80)*uk(w + A7) + V(@) up(z) } =

= ZTZQAk; (V(z + Az) — V() (up(z + Az) — uk(x)) + (4.5)
+ZA]€; (V(z 4+ Azx) — V(ac))2 ug(x) (4.6)

7. przeprowadzonej analizy wynika, ze réwniez dla drugiego czlonu opera-
tora pedu (4.4), wynik dzialania omawianego komutatora na funkcje falowa
[V, [T, V]Jug(z) moina rozdzieli¢ na czlon nielokalny (4.5) i o rzad mniejszy w Az
czton lokalny (4.6). Sa to jednocze$nie male wyzszych rzedow ze wzgledu na Ax
od czlonu lokalnego z réwnania (2.28) i dlatego mozna je zaniedbac.

Nalezy jeszcze sprawdzié, jaki wktad do omawianego komutatora wnosi trzeci

czlon operatora pedu (4.4), tzn.:

h—; V18, V1] () =

7 przeprowadzonej analizy wynika, ze jedyny znaczacy wkiad do komutatora
[‘7, [f, 17]] ma pierwszy czlon operatora energii kinetycznej (4.4), a zatem pro-
cedure iteracyjng wykorzystujaca ewolucje w czasie urojonym, w ktorej operator
ewolucji przybliza sie przez rozktad e:vp(—/\fl ) na czynniki z dokladnoscia do
wyrazow 4-go rzedu, mozna bez przeszkod stosowaé réwniez dla potencjatu okre-
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sowego, tzn. dla operator energii kinetycznej postaci 7 = —%(6 + k)2,
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4.2 Wyniki obliczen dla okresowego potencjalu Woodsa

- Saxona

W celu zilustrowania zastosowania metody czasu urojonego do potencjatu okre-
sowego, przedstawiono wyniki obliczen dla przypadku okresowego potencjalu Woodsa
- Saxona. Miatlo to na celu utworzenie pewnego modelu potencjatu, w jakim mogg
znajdowad sie neutrony w skorupie gwiazd neutronowych.

Do wyliczen przyjeto:

Vir)=-V, [1 +exp (T _GJRO)} B , (4.8)

promien Ry = 5.0 fm,

wspotezynnik dyfuzji a = 0.64 fm,
glebokos¢ Vo =20 MeV'.

Ponadto V(7) = V(7 + R,), gdzie: R, = ni@ + nady + nads. Dodatkowo
przyjeto, ze kazdy z wektoréw podstawowych sieci prostej d; ma diugosé L
(l@i| = L =16fm).

Wybrane najnizsze pasma, dla ewoluowanych 100 stanéw neutronowych, zilu-
strowano na wykresach (rys. 4.1, 4.2, 4.3, 4.4). Wektor falowy k zredukowano do
pierwszej strefy Brillouina. Natomiast ze wzgledu na sferyczna symetrie poten-
cjatu, przedstawiono obliczong energie dla pasm wzdluz osi k; (k, = k, = 0), dla
przedziatu k, € (0;7/L).

Analizujac wykresy - rys. 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 widaé, ze szeroko$¢ pasm ro$nie wraz
ze wzrostem energii jednoczastkowych, odlegto$¢ miedzy kolejnymi pasmami jest
za$ coraz mniejsza. Taki wynik jest zgodny z tym czego nalezalo sie spodziewaé
w przypadku potencjalu okresowego, gdyz szerokos¢ pasm jest proporcjonalna do

prawdopodobienistwa tunelowania czastki przez bariere miedzy potencjatami.
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Rysunek 4.1: Dwa najnizsze pasma energetyczne.
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Rysunek 4.2: Wykresy ilustruja pasma energetyczne dla stanéw jednoczastkowych

o energiach wyzszych, niz zilustrowane na wykresach rys. 4.1.
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Rysunek 4.3: Pasma energetyczne z rys. 4.2 oraz kolejne (wyzsze) pasma.
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Rysunek 4.4: Powyze] pewnej wartosci energii (w tym przypadku okolo

E,/Vh = 0.15) wszystkie wartosci energii jednoczastkowych sa dozwolone.



Rozdzial 5

Podsumowanie

Celem pracy byto rozwigzanie réwnania Schrodingera na tréjwymiarowej sieci
przestrzennej za pomocg procedury iteracyjnej wykorzystujacej ewolucje w czasie
urojonym. Zagadnienie dotyczylo pojedynczej czastki umieszczonej w potencjale
zewnetrznym.

Szczegbdlowe omoéwienie metody czasu urojonego zawiera rozdzial 2, w ktérym
dodatkowo jeden paragraf poswiecono opisowi ortogonalizacji przez diagonalizacje,

a kolejny - sposobom liczenia energii jednoczastkowe;.

Analiza numeryczna metody opisana w rozdziale 3 ilustruje wplyw, jaki na do-
ktadnos¢ wyliczern ma doboér kroku czasowego oraz sposobu liczenia energii jedno-
czastkowych. Pokazano jak znaczne korzySci wigza sie ze stosowaniem rozkladu
operatora ewolucji na czynniki z doktadnoscig do wyrazéow 4-go rzedu, zamiast
rozktadu na czynniki z doktadnoscia jedynie do wyrazéow 2-go rzedu.

Calkowita ilo§¢ iteracji po ktorej metoda zbiega jest mniejsza, gdy stosuje sie
w niej ortogonalizacje przez diagonalizacje zamiast metody Grama - Schmidta,
co przektada sie rowniez na skrécenie catkowitego czasu wyliczen, gdy catkowita
ilo§¢ krokéw procedury iteracyjnej jest znaczna. Uwage nalezy zwrécié na to, iz
w niektorych przypadkach dob6r metody ortogonalizacji moze mie¢ zauwazalny
wplyw na dokladno$é¢ wyliczen.

Jesli przeprowadzana procedura iteracyjna wymaga duzej ilosci iteracji, warto,

a wrecz nalezy stosowa¢ zmienny krok czasowy, co znacznie skroci czas wyliczen
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lub pozwoli w tym samym czasie otrzyma¢ dokladniejsze wartosci energii jedno-
czastkowych i stanéw wlasnych.

W dalszej czesci pracy (rozdzial 4) pokazano, ze metode czasu urojonego
z powodzeniem mozna stosowaé rowniez dla potencjatu okresowego. W tym celu
wystarczy jedynie odpowiednio zmodyfikowa¢ operator pedu. Znacznie zwieksza

to obszar stosowalno$ci metody czasu urojonego w wielu dziatach fizyki i chemii.
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