1. Podstawy fizyczne

1.1 Swobodne drgania harmoniczne

Wiele obiektéw fizycznych, wytraconych z potozenia rownowagi trwatej (wskutek krotko trwajacego
dziatania zewnetrznego), bedzie powraca¢ do stanu poczatkowego pod wptywem sity proporcjonalnej
do wychylenia x i skierowanej przeciwnie do wychylenia. Tak dziatajaca sita moze byc zapisana
wzorem:

=-kx,

gdzie k jest dodatnim wspotczynnikiem charakteryzujacym te site. Jest to sita harmoniczna. Zgodnie z
Il zasada dynamiki Newtona:

d?x

F=ma=m—-,
dt

ruch ciata o masie m pod wptywem sity harmonicznej, opisywany bedzie przez rownanie:

Po podzieleniu tego rownania przez m, wprowadzeniu nowej statej:

i przeniesieniu wszystkich wyrazow na jedna strone, otrzymujemy rownanie:

d?x
G X wx=0
dt2 CLg b

zwane rownaniem oscylatora harmonicznego. Rownanie to mozemy rozwiaza¢ metoda przewidywania:
szukamy funkcji, ktorej druga pochodna z doktadnoscia do statego czynnika jest rowna poszukiwanej
funkcji. Warunek ten spetniajg funkcje sinus i cosinus. Zatem, aby rownanie (2) byto spetnione, funkcje
te musza miec postac:

X(t) =Asin(awt) wb  X(t) = Acos(a,t).

Poniewaz (5) jest rownaniem liniowym i jednorodnym, to suma (kombinacja liniowa) tych
szczegoblnych rozwiazan jest takze rozwigzaniem. Oznacza to, Ze rozwiazanie ogélne mozna zapisac
w postaci:

X(t) = A sin(a,t) + A, cos(at) |
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lub
X(t) = Acos(a,t —¢) .

Zatem ruch pod wptywem sity harmonicznej jest ruchem okresowym. Stata wy (posiadajaca wymiar
odwrotnosci czasu) nosi nazwe czestosci kotowej drgan swobodnych (inaczej czestos¢ drgan
wiasnych). Mozna tatwo sprawdzi¢, ze okres funkcji x(t) wynosi:

=2
TO _K.

Stata A nosi nazwe amplitudy i okresla maksymalne wychylenie oscylatora z potozenia rownowagi.
Argument funkcji okresowej nosi nazwe fazy, a jego czes$¢ niezalezna od czasu @ to przesuniecie
fazowe. State A i @ sg okreslone na podstawie warunkow poczatkowych.

1.2 Drgania harmoniczne ttumione

Drgania oscylatora harmonicznego swobodnego powinny trwac nieskonczenie dtugo, bez zmiany
amplitudy. Jednak amplituda drgan rzeczywistych oscylatorow maleje wraz z uptywem czasu. Przyczyna
tego jest istnienie oporéow ruchu. Przyjmuje sie, ze dla niezbyt duzych predkosci site oporu mozna
przedstawi¢ wzorem:

—

I:op = _W ’

a wiec jest ona proporcjonalna do aktualnej wartosci predkosci i ma zwrot przeciwny do zwrotu
predkosci. Rownanie ruchu tak ttumionego oscylatora przyjmie postac:

d?x dx
ma X = -y &
a2 Y&

Po podzieleniu stronami przez m i podstawieniu:
5 = Cug i s =4
m 2m ’
gdzie wy - czestos¢ drgan swobodnych, B - wspotczynnik ttumienia, otrzymamy rownanie:

d?x
-+
dt?

dx
23—+ afx=0
dt '

Jest to ogolna postac¢ rownania, opisujacego zachowanie sie dowolnego oscylatora ttumionego
(nie tylko mechanicznego). W rdéwnaniu tym bezposrednie parametry oscylatora (np. masa m,
wspotczynnik k, wspotczynnik )) zostaty zastapione parametrami ogélnymi, jakimi sa : czestos¢ drgan
swobodnych wy i wspotczynnik ttumienia fB. Szczegdtowe rozwigzanie tego rownania zostato
przedstawione w Dodatku nr 1.
Postac rozwiazania zalezy od wartosci B i w0:

Przypadek 1. B < oy - stabe ttumienie.

W tym przypadku rozwigzaniem réwnania (13) jest funkcja opisujaca tzw. drgania harmoniczne stabo
ttumione (rys. 1, krzywa a):

X(t) = x,e# cos(wt — @) ,

ktore zachodza z czestoscig
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w=ak =B .

Amplituda tych drgan jest malejaca funkcja czasu:
MO= e Ch

Przesuniecie fazowe @ oraz xo sa wyznaczone na podstawie warunkow poczatkowych.

Czestos¢ drgan ttumionych jest mniejsza od czestosci drgan swobodnych i zalezy
od wspétczynnika ttumienia. W przypadku stabego ttumienia B << wy zaleznosc ta jest staba i czestosc
drgan ttumionych jest zblizona do czestosci drgan swobodnych. Gdy wartos¢ wspotczynnika ttumienia
zbliza sie do wartosci czestosci wy, czestosc¢ drgan ttumionych szybko maleje do zera.

Wygodnymi parametrami okreslajacymi, jak szybko zanikajg drgania harmoniczne ttumione sa:
czas relaksacji i logarytmiczny dekrement ttumienia. Czas relaksacji 1 jest okreslony jako czas, po
ktorym amplituda maleje e - krotnie:

M0=SP = g e

Logarytmiczny dekrement ttumienia & jest okreslony jako logarytm naturalny ze stosunku dwoch
kolejnych amplitud:
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Rys.1 Rodzaje powrotu oscylatora harmonicznego ttumionego do stanu réwnowagi:
a) drgania harmoniczne ttumione, b) krytyczny, c) aperiodyczny.

Przypadek 2. B = ux - ttumienie krytyczne.
W tym przypadku rozwigzaniem réwnania (13) jest funkcja opisujaca tzw. krytyczny powrét do stanu
réwnowagi (rys. 1, krzywa b):

x(t) = (A+Bt)e™ _ -
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State A i B wyznacza sie na podstawie warunkow poczatkowych. Podczas wykonywania ruchu
krytycznego, oscylator najszybciej osiaga stan rownowagi. Wystepujacy w funkcji (19) liniowy jej
wzrost "ginie” wobec wyktadniczego zmniejszania sie i dla czasow spetniajacych warunek Bt >> 1 maleje

ona jak funkcja e’

Przypadek 3. A>0czyli B>wp -silne ttumienie.
W tym przypadku rozwigzaniem rownania (13) jest funkcja opisujaca aperiodyczny powrét do stanu
réwnowagi :

= e " g o

State A; i A, wyznacza sie na podstawie warunkow poczatkowych. W obu sktadnikach funkcji (20)
wyktadniki poteg sa ujemne, wiec rozwigzanie sktada sie z sumy dwoch wyrazow wyktadniczo
malejacych w czasie. Jednak to zmniejszanie jest wolniejsze niz w ruchu krytycznym, gdyz drugi
sktadnik posiada mniejsza wartos¢ wyktadnika potegi dla tej samej wartosci t , niz to ma miejsce
w ruchu krytycznym (por. (19)). Praktycznie to on bedzie okreslat powrét do potozenia rownowagi.

2. Opis éwiczenia

Celem (¢wiczenia jest zbadanie zachowania sie oscylatora harmonicznego ttumionego,
wyznaczanie charakteryzujacych go parametrow i poréwnanie ich z wartosciami teoretycznymi dla
urzadzenia wychytowego galwanometru (drgania mechaniczne, skretne) i dla obwodu RLC (drgania
elektromagnetyczne).

2.1 Opis ruchu urzadzenia wychytowego galwanometru

Urzadzenie wychytowe galwanometru stanowia: cewka i zwierciadetko zawieszone na tej samej
cienkiej, metalowej nici. Cewka znajduje sie w statym polu magnetycznym. Od zwierciadetka odbija sie
wigzka sSwiatta, dajac na skali jasng plamke. Gdy na skutek krotkotrwatego zadziatania czynnika
zewnetrznego (dostarczenie energii) cewka zostanie wychylona z potozenia rownowagi, pojawi sie
moment sity sprezystosci nici M, proporcjonalny do jej kata skrecenia &:

M=- k0 ,

gdzie « jest wspotczynnikiem sprezystosci skretnej nici. Oprocz momentu sprezystosci nici, na
urzadzenie wychytowe bedace w ruchu, dziata¢ bedzie moment sit oporu, M. Sity te sa pochodzenia
mechanicznego i elektromagnetycznego. Niezaleznie od rodzaju sit, moment sit oporu jest
proporcjonalny do predkosci katowej urzadzenia wychytowego :

__,dé
P Czdt'

Réwnanie ruchu urzadzenia wychytowego, o momencie bezwtadnosci I, zgodnie z Il zasada
dynamiki ruchu obrotowego, bedzie miato postac :

d%e do
lg—— =—KkO0-¢—
° dt? 5dt ’

a po przeksztatceniu:

d_zgz Kg—é%

at> 1, I, dt
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Réwnanie (24) ma posta¢ rownania oscylatora harmonicznego ttumionego (porownaj (13)), w ktorym:

_K _ <
@ = p 21,

Jezeli wejscie galwanometru jest rozwarte, to na uktad drgajacy bedzie dziata¢ tylko niewielki
moment sit oporu mechanicznego. Natomiast przy dotaczonym do galwanometru rezystorze R (rys. 2),
w poruszajacej sie w polu magnetycznym cewce, ptynac bedzie prad indukcyjny o natezeniu:

£
R,+R’

gdzie R, jest rezystancja wewnetrzna galwanometru, a & - sita elektromotoryczng indukcji, ktora
zgodnie z prawem Faraday'a jest proporcjonalna do szybkosci zmiany strumienia magnetycznego:

_a®
dt -

Dla niezbyt duzych katow skrecenia nici:

dé

gz_q)OE;

gdzie @, jest maksymalna wartoscia strumienia wektora indukcji magnetycznej, przeptywajacego przez
cewke galwanometru. Przeptyw pradu o natezeniu

S

_RN+R dt

przez uzwojenie cewki powoduje, ze podlega ona dziataniu hamujacego momentu sit
elektrodynamicznych (reguta Lenza), proporcjonalnego do wartosci przeptywajacego przez cewke
pradu, a wiec odwrotnie proporcjonalnego do wartosci rezystancji R, + R . Moment mechaniczny
ttumienia jest duzo mniejszy od momentu elektromagnetycznego i dlatego o charakterze ruchu
urzadzenia wychytowego decydowac bedzie wartos¢ oporu. Wspoétczynnik ttumienia B bedzie wiec
odwrotnie proporcjonalny do R,, + R.

W zaleznosci od wartosci dotaczonego do galwanometru rezystora R mozemy uzyskaC ruch
harmoniczny ttumiony, krytyczny lub aperiodyczny.

2.2 Opis drgan elektromagnetycznych w obwodzie RLC.

Drgania harmoniczne ttumione zachodza takze w obwodach elektrycznych zawierajacych elementy
R, L, i C. Zatozmy, ze natadowany kondensator o pojemnosci C zaczyna sie roztadowywac przez rezystor
R i cewke o indukcyjnosci L (rys. 3). Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa suma zmian potencjatu na
drodze zamknietej jest rowna zeru:

U +Ur+Uc=0,
di d?
gdzie: U = La = ng napiecie na cewce,
dq
U R — R = RE napiecie na rezystorze, -
U =3 .
c~ E napiecie na kondensatorze.



Po podstawieniu i podzieleniu stronami przez L otrzymamy réwnanie:

d’q Rdq 1
—+—+—q=0
dt? L dt LCq ‘ (34)

Jest to rownanie elektromagnetycznego oscylatora harmonicznego ttumionego (por. wzoér (13)),
w ktorym :
1 2

= E:ﬂ 35
T a, oraz oL . (35)

A wiec tadunek elektryczny, a tym samym i napiecie na kondensatorze wykonywaé bedzie ten sam
rodzaj drgan, co urzadzenie wychytowe galwanometru.

3. Wykonanie ¢wiczenia

3.1 Badanie urzadzenia wychytowego galwanometru
1. Zestawi¢ uktad do badania ruchu urzadzenia wychytowego galwanometru wedtug schematu
przedstawionego na rys. 2, nie odtaczajac przewodu zwierajacego wejscie galwanometru.
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Rys. 2. Schemat uktadu do badania ruchu urzqdzenia wychytowego galwanometru. Klucze
K, i K, (sprzezone mechanicznie) oraz kondensator C sq umieszczone na wspalnej ptytce.

Uktad ten dziata nastepujaco. Zasilacz taduje kondensator C. Po zwarciu (nacisnieciu) klucza K;
nastepuje automatyczne rozwarcie klucza K;, odtaczajacego zasilacz i kondensator C roztadowuje sie
przez rezystor R i galwanometr. Ten krotkotrwaty przeptyw pradu roztadowania przez galwanometr
spowoduje odchylenie jego urzadzenia wychytowego od potozenia réwnowagi (co sygnalizuje nam
potozenie plamki na skali galwanometru). Po roztadowaniu sie kondensatora C urzadzenie wychytowe
galwanometru zacznie powraca¢ do potozenia rownowagi, w zaleznosci od rezystora R ruchem
harmonicznym ttumionym, krytycznym lub aperiodycznym. Po zwolnieniu klucza K; i automatycznym
zwarciu klucza K, kondensator C nataduje sie ponownie.

Uwaga! Kondensator, klucze i zasilacz nie maja wptywu na powrot urzadzenia wychytowego do stanu
rownowagi. Sa one tylko urzadzeniem zewnetrznym, umozliwiajacy wyprowadzenie urzadzenia
wychytowego ze stanu rownowagi.

2. Po sprawdzeniu uktadu pomiarowego przez prowadzacego, nastawic na zasilaczu niewielkie napiecie
(rzedu kilku woltow) i duza wartosc rezystancji R (mate ttumienie). Odtaczyc¢ przewod zwierajacy
wejscie galwanometru i skorygowac zerowe potozenie plamki. Zewrze¢ klucz K; i zaobserwowac
ruch harmoniczny stabo ttumiony urzadzenia wychytowego galwanometru, uwidoczniony jako ruch



plamki swietlnej na jego skali. Jezeli wychylenia plamki sga zbyt mate, nalezy wtedy zwiekszyc
napiecie na zasilaczu tak , aby poczatkowe wychylenie dochodzito prawie do konca skali.

Zmierzy¢ amplitude drgan A w funkcji czasu t dla danej wartosci rezystancji R. Najwygodniej
przeprowadzi¢ to nastepujaco : przy maksymalnym wychyleniu plamki (np. w prawo), wtaczyc
stoper, odczytac na skali wartos¢ amplitudy i zanotowac. Nie wytaczajac stopera notowac kolejne
amplitudy "w prawo". Przy rejestracji ostatniej, n-tej amplitudy zatrzymac stoper i zapisac
wskazany na nim czas t,. Okres drgan urzadzenia wychytowego galwanometru T obliczy¢ ze wzoru:

t

- n
n-1-
Wyniki zapisa¢ w tabeli 1.

Tabela 1. Zalezno$¢ amplitudy drgan od czasu. R = ..........

Numer pomiaru 1 2 3 4 | ...... n
Liczba okresow 0 1 2 3 n-1
A [dz]
t [s] t, =

Powtorzy¢ pomiary amplitudy drgan w funkcji czasu oraz okresu drgan dla takiej rezystancji R, dla
ktdrego wystapi ruch harmoniczny silnie ttumiony. W takim przypadku dla uzyskania odpowiedniej
liczby punktow pomiarowych powinno sie wyznaczac¢ wartos¢ amplitudy co pot okresu.

4.

Zmniejszy¢ wartos¢ rezystancji tak, aby otrzymac ruch krytyczny i zaobserwowal go. Jezeli
poczatkowe wychylenie jest zbyt mate, nalezy zwiekszy¢ napiecie na zasilaczu. Zanotowac
krytyczna wartos¢ rezystancji.

Jeszcze bardziej zmniejszy¢ rezystancje R i zaobserwowac ruch aperiodyczny (w miare potrzeby
zwiekszy¢ napiecie na zasilaczu).

Po wykonaniu pomiaréw zewrze¢ wejscie galwanometru, zmniejszy¢ do zera nastawe zasilacza,
wytaczy¢ zasilacz i rozmontowac uktad pomiarowy.

3.2. Badanie drgan elektromagnetycznych w obwodzie RLC

1.

Zestawic¢ uktad do badania drgan elektromagnetycznych, wedtug nizej zamieszczonego schematu
(rys.4). Uktad ten dziata nastepujaco. Kazda impulsowa zmiana napiecia na wyjsciu generatora
spowoduje powstanie drgan harmonicznych ttumionych napiecia na kondensatorze C, jezeli rezystor
R jest odpowiednio maty. Napiecie to jest podawane na wejscie Y oscyloskopu, gdzie po
wzmocnieniu powoduje odchylenie plamki na ekranie oscyloskopu w kierunku pionowym,
proporcjonalnie do swojej wartosci. Aby obraz byt stabilny, nalezy zastosowac zewnetrznag
synchronizacje podstawy czasu. Impuls napieciowy, ktory powoduje powstanie drgan w obwodzie,
nalezy podac na wejscie synchronizacji podstawy czasu S, zapoczatkowujac przesuw plamki w
kierunku poziomym z wybrang przez nas predkoscia.

ptytka
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Rys. 3. Schemat uktadu do obserwacji drgan elektromagnetycznych. Cewka i kondensator
sq umieszczone na wspolnej ptytce.S - wejscie zewnetrznej synchronizacji podstawy czasu.



2. Po sprawdzeniu uktadu, wtaczy¢ generator impulsow prostokatnych, wybierajac czestotliwosc¢ okoto
100 Hz. Nastawi¢ wartos¢ rezystancji R rowng zeru i wtaczy¢ oscyloskop. Po jego nagrzaniu powinien
by¢ widoczny obraz drgan harmonicznych ttumionych (rys. 4).

3. Ustawic pokretta podstawy czasu i czutosci wejscia Y oscyloskopu w pozycji kalibrowanej.

Rys. 4. Przebiegi napiecia na kondensatorze w obwodzie RLC zasilanym prostokqtnymi
impulsami napiecia.

4. Wyregulowac obraz na ekranie oscyloskopu tak, aby zmiescito sie na nim ok. 10 okresow drgan
napiecia na kondensatorze. Przeprowadzi¢ pomiary amplitudy A w funkcji czasu t dla danych
wartosci indukcyjnosci L , pojemnosci C i dla dwdch wartosci rezystancji: mata rezystancja R -
drgania stabo ttumione, duza rezystancja R - drgania silnie ttumione. Catkowita rezystancja jest
rowna sumie rezystancji rezystora R, rezystancji omowej cewki Rc i rezystancji wyjsciowego
generatora Ry. Wyniki zapisa¢ w tabeli 1. Zmierzy¢ okres drgan na odpowiednio dobranym zakresie
podstawy czasu. Powtorzy¢ pomiary amplitudy A w funkcji czasu t oraz okresu drgan T dla takiej
samej wartosci indukcyjnosci L, innej wartosci pojemnosci C i dla takich samych jak uprzednio
wartosci rezystancji.

5. Przy ustalonej wartosci indukcyjnosci i pojemnosci zmieniaC rezystancje R tak, aby uzyskac
przypadek krytycznego przebiegu napiecia na kondensatorze. Nastepnie rozciagna¢ podstawe czasu
tak, aby mozna byto okresli¢ zaleznos¢ napiecia na kondensatorze (wychylenia y) od czasu. Zapisac
krytyczna wartosc¢ catkowitej rezystancji Ry.

6. Uwzgledniajac, ze dla St>>1 (por. (23)) napiecie (wychylenie y) w przypadku krytycznym zanika
wyktadniczo w czasie (praktycznie zachodzi to dla czasow, dla ktorych wychylenie jest mniejsze od
potowy wychylenie maksymalnego), zmierzyc¢ zaleznosc¢ napiecia na kondensatorze (wychylenia v)
od czasu, a wyniki zamiesci¢ w tabeli 2.

7. Zwieksza¢ wartos¢ rezystancji R (notujac jej wartosc) tak, aby uzyskac przypadek aperiodyczny.
Zmierzyc¢ zaleznos$¢ napiecia na kondensatorze (wychylenia y) od czasu, zapisujac wyniki w tabeli.
Uwaga ! Pomiary opisane w punktach 5 - 7 mozna przeprowadzi¢ dla dwoch wartosci pojemnosci
kondensatora.

8. Przedstawic¢ wyniki do akceptacji, a po jej uzyskaniu rozmontowac uktad i uporzadkowac stanowisko
pomiarowe.

4, Opracowanie wynikow

1. Dla przypadku ttumienia stabego
Jezeli zlogarytmujemy wzor (14) to otrzymamy :

InA=Inx, -2 .

Podstawiajac lnA =y, lnx, = b, -B = a, otrzymujemy réwnanie prostej: v = ax + b. Oznacza to, ze
punkty pomiarowe wykresu InA w funkcji t powinny uktadac sie na linii prostej. Wobec powyzszego, dla
przypadku drgan harmonicznych ttumionych (zaréwno mechanicznych jak i elektrycznych) nalezy
sporzadzic¢ wykresy zaleznosci InA od czasu i znalez¢ wartosci wspotczynnikéw ttumienia (.

Dysponujac wartosciami wspotczynnika ttumienia B i wyznaczonymi doswiadczalnie wartosciami
okresu drgan ttumionych T nalezy obliczy¢ wartosci czasu relaksacji 1 (17), wartosci dekrementu



ttumienia & (22), wartosci czestosci drgan ttumionych w=21/T i czestosci drgan swobodnych wy (19).
Oszacowac niepewnosci wyznaczonych wartosci.

Uzyskane wyniki zestawi¢ w tabelach 2 i 3; wyciagnac wnioski dotyczace zgodnosci przewidywan
teoretycznych z wynikami doswiadczalnymi. Na przyktad: Jak wptywa zmiana wspétczynnika ttumienia 3
na parametry drgan harmonicznych ttumionych, w, 1, & ? Czy wyznaczona doswiadczalnie czestos¢ w
jest rézna dla roznych wartosci wspoétczynnika B ?

Tabela 2. Zestawienie wynikéw badan drgan mechanicznych (podac¢ wraz z niepewnoscia
standardowa)

B T o) w Wy

stabe ttumienie
silne ttumienie

Tabela 3. Zestawienie wynikow badan drgan elektromagnetycznych (poda¢ niepewnosci
rozszerzone)

L=iiniiiiiiiinnnns [H] L=iiiiiiiiiinnnnnns [H] [L=iiiiiiiinnnnnnnnnn. [H]
C=iiiiiiiinnnnnns [F] C = iiiiiiiinnnnninenns [F] [C=iiiiiiiinnnnnnnnnns [F]
Reewki = coveeeennnnnns [Q] Reewki Teveeereccsannns [Q] |Rcewki = ceeveeereacnns [Q]
Rgeneratora = ceesscsense [Q] Rgeneratora meecsecsscse [Q] Rgeneratora = ceccsesscs [Q]
Rrezystora = ceecscscens [Q] Rrezystora S eecccsscsses [Q] Rrezystora = ceccesscsse [Q]
Rezeregowa = vvvvvennnes [Q] | Rezeregowa = eeeeeeennn. [Q] | Rezeregowa Seeeeeennnn. [Q]
wynik wynik wynik wynik wynik wynik
teoretyczny pomiaru teoretyczny pomiaru teoretyczny pomiaru
eryt [Q]
T [s]
T[]
BL 1
o[ 1
wl ]
w [ ]

Dla obwodu RLC porownac¢ wyniki doswiadczalne parametréw drgan ttumionych z wartosciami
teoretycznymi. Czy w granicach okreslonych niepewnoscia rozszerzong wyniki sa zgodne?

2. Dla przypadku krytycznego powrotu do stanu rownowagi w obwodzie RLC, na podstawie wykresu
In(y) w funkcji t okresli¢, czy jego przebieg jest zgodny z przewidywaniami teoretycznymi (23) oraz,
czy wyznaczona wartos¢ B jest rowna (w granicach niepewnosci) wartosci teoretycznej.

3. Dla przypadku aperiodycznego powrotu do stanu réwnowagi w obwodzie RLC sporzadzi¢ wykres
funkcji In(y) w funkcji t i wyznaczy¢ wartos¢ wspotczynnika nachylenia ,,B”. Uwzgledniajac, ze
w tym przypadku:

B=p-B* -}

oraz

_[1
“=yic-

obliczy¢ wartos¢ wspotczynnika ttumienia B i porownad jg z wartoscia teoretyczna.

5. Pytania kontrolne

Jaka jest roznica pomiedzy drganiami harmonicznymi swobodnymi i ttumionymi?

Co to jest czas relaksacji i logarytmiczny dekrement ttumienia?

Jaki warunek musi byc¢ spetniony, aby zachodzit krytyczny powrot oscylatora do stanu rownowagi?
Kiedy zachodzi aperiodyczny powrét oscylatora do stanu réwnowagi?

Jaki warunek musi byc spetniony, aby bryta wykonywata ruch obrotowy harmoniczny?

URNWN =
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DODATEK 1

Rozwigzania réwnania oscylatora harmonicznego ttumionego

d?x dx
——+2B—+awfx=0 1
dt? dt 0 A

poszukujemy w postaci funkcji:

x(t) =Ce™ . )
Po podstawieniu i przeksztatceniach otrzymujemy rownanie kwadratowe wzgledem A :

P2 +2B8A+wf =0, 3)
ktérego wyroznik jest rowny

A= 4(,32 - wg) . (4)
Przypadek 1. A< 0, czylif <uy - stabe ttumienie.

Réwnanie (3) nie posiada pierwiastkow rzeczywistych. Posiada je jednak w dziedzinie liczb
zespolonych. Aby je znalez¢, wyrazamy VA w postaci liczby urojonej, uwzgledniajac, ze B < wy:

VA =2 B% -k :2\/—(w§—,82):2\/w§—,32«/—_1:i2w, (5)

gdzie a):\/wg - ,82 , i=4/—1 - jednostka urojona. Zatem pierwiastkami rownania (3) sa:

p="E 2 - paia, (®)
/‘2:%:‘,3‘“0- 7)

Podstawiajac otrzymane wartosci parametru A do wzoru (2) otrzymamy :
X(t) = Ce " i X(t) = CePe (8)

Petnym rozwiazaniem jest kombinacja liniowa tych rozwiazan szczegolnych, tj. suma tych funkcji
pomnozonych przez state wspotczynniki:

X(t) = e + 2, Pe ™ = e (76 +2,67). 9)



Drgania harmoniczne ttumione

gdzie z; i 1z, - state liczby zespolone (wspotczynniki kombinacji). Funkcja x(t) musi przyjmowac
wartosci rzeczywiste, poniewaz wychylenie jest wielkoscig rzeczywista. Ten warunek narzuca
ograniczenia na liczby z; i z,. Funkcja x(t) bedzie rzeczywista, jezeli jej sprzezenie zespolone
(zamieniamy znak na przeciwny przy i) bedzie réwne samej funkcji, tj. x (t) = x(t). Zatem:

e” (zie‘“‘ + z;e““‘)= e” (zle““ + zze““‘), (10)

a stad przez poréownanie wspotczynnikow przy wyrazeniach eksponencjalnych otrzymujemy nastepujace
rownania :

zlzz; i =27 . (11)
Zespolone wspotczynniki z; i z, mozna przedstawic¢ w postaci:

zy=a; +iby Z=a, +ib, , (12)
a wiec

a, +iby=a; - ib; , a, - iby = a; + ib,. (13)
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron tych réwnan otrzymujemy:

a=a,=a , bi=-b,=b. (14)
Zgodnie ze wzorem (9) rozwiazanie przyjmie postac :

x(t) = e”|(a+ib)e* +(a-ib)e™|. (15)
Wyrazenia eksponencjalne mozna przeksztatcic, korzystajac ze wzoréow Eulera:

e =coswt+isinat , e ' =coswt—isnwt. (16)
Po podstawieniu wzorow (16) do rownania (15), wymnozeniu i redukcji otrzymamy:

x(t) = e (2acos at — 2bsin at) , (17)
a po przeksztatceniach trygonometrycznych funkcje opisujaca drgania harmoniczne ttumione:

x(t) = x,e™*" cos( wt - @) . (18)

State X i @ wyznaczane sa na podstawie warunkéw poczatkowych.

Przypadek 2. A=0 czylif=wy - ttumienie krytyczne.

W tym przypadku pierwiastkami rownania (3) sa:

A=A =-B. (19)
Zatem rozwiazaniem roéwnania (1) jest funkcja :

x(t) = Ce*'. (20)

Mozna tatwo dowiesc, ze réwnanie (2) spetnia rowniez funkcja:
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x(t) = Cte ~#*. (21)
Rozwigzaniem ogolnym réownania (44) bedzie kombinacja liniowa tych funkcji, czyli funkcja:

x(t) = (A+ Bt)e™”", (22)
ktora opisuje krytyczny powrdt uktadu do stanu réwnowagi. State A i B sa wyznaczanie na podstawie
warunkow poczatkowych.

Przypadek 3. A>0 czylif>wy - silne ttumienie.

W tym przypadku pierwiastkami rownania (3) sa:

A ==L+ -af i A ==B-B*-cf . (23)

Rownanie (1) spetniaja funkcje:
X(t) = Ce™ i x(t) = Ce™, (24)
a rozwiazaniem ogolnym jest kombinacja liniowa tych funkcji :

prF-ag ) 1 p-{F2-af ) t
xt) = Ae ) p et (25)
opisujaca aperiodyczny powrot uktadu do stanu rownowagi. State A, i A; sa wyznaczanie na podstawie
warunkow poczatkowych.
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DODATEK 2
POSTEPOWY RUCH OBROTOWY RUCH ELEKTROMAGNETYCZNE
HARMONICZNY HARMONICZNY DRGANIA HARMONICZNE
DRGANIA SWOBODNE
sita harmoniczna harmoniczny moment sity napiecie na kondensatorze
= - = - -1
Fh kx M h Ka =3 q
d®x = _k d’a — _k d’q _ L
a2 m a2 17 @ LC
X(t) = Xo cos(apt — ¢) a(t) = aq cos(awpt — @) qt) =do cos(abt -9
wo = % a,b = \/|Z % =

masa ciata m

moment bezwtadnosci |

indukcyjnosc cewki L

wspotczynnik sprezystosci
sprezyny K

wspotczynnik sprezystosci
zawieszenia K

odwrotnos¢ pojemnosci
kondensatora 1/C

potozenie wzgledem stanu
réownowagi X

potozenie katowe wzgledem
stanu réwnowagi a

tadunek zgromadzony w
kondensatorze q

predkosc liniowa

predkosc katowa

natezenie pradu

_ o _da _%
dt Tdt at
przyspieszenie liniowe przyspleszenie katowe
d?x d2a d2q
a=—7 £=—7 2
dt dt at
energia potencjalna energia potencjalna energia pola elektrycznego
1 - 1 - w kondensatorze
W, = kx W, =—ka 2
2 2 _10Q
Wg ==——
2C

energia kinetyczna

energia kinetyczna

energia pola magnetycznego

Wk=%m\/2 Wk=%la)2 wcewceWB=%Li2
DRGANIA TLUMIONE

sita oporu proporcjonalna do
predkosci liniowej

moment sit oporu
proporcjo- nalny do

napiecie na rezystorze prop.
do natezenia pradu

= —bv predkosci katowej Ug =Ri
Mop = —$w
ma = —kx —bv le =—ka -¢a di —iq—Rl
dt C
2 2
H bdX 5)(:0 da fda E a=0 dq+5% 1q:0
dt2 mdt m dtz | dt | d?2 Ld LC
wspotczynnik ttumienia
_b _i -R
p=ry s p=r
d2x d2%a d? d7q, 2
—+2 —+ x=0 —+ —+ a=0 + =0
dt2 B a’o dtz 2p3 wo dtz ,3 o4

X(t) = er‘ﬁ cos( it - @)

a(t) = afoe_/”t cos( wit — @)

q(t) = qOe—[”t cos( it - @)

B <y

o = b - B

A(t) = Age™ At




