1. Podstawy fizyczne

Jednym z najczesciej wystepujacych w przyrodzie zjawisk jest zjawisko drgan. Zasadnicza
cechga drgan jest okresowos¢. Rozrozniamy dwa podstawowe rodzaje ruchu drgajacego:
a) gdy w rownych odstepach czasu powtarza sie regularnie ten sam ciag identycznych stanow uktadu
(rys.1a) - drgania niegasnace.
b) gdy okresowo powtarzaja sie podobne ciagi standow uktadu, lecz wartos¢ maksymalnego
wychylenia z potozenia rownowagi maleje (rys.1b) - drgania gasnace.
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Rys.1 a) drgania niegasnqce, b) drgania gasnqce.

1.1. Ruch harmoniczny

Wsréd licznych rodzajow drgan niegasnacych najprostszym jest ruch harmoniczny. Zatézmy,
ze na ciato wyprowadzone ze stanu réwnowagi dziata sita, ktéra powoduje powrot ciata do tego
stanu, czyli jest skierowana do potozenia rownowagi oraz jest proporcjonalna do wychylenia od tego
potozenia. Site te mozemy wiec zapisa¢ w postaci:
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gdzie x oznacza odchylenie ciata od potozenia rownowagi, k wspotczynnik proporcjonalnosci.
Il zasada dynamiki Newtona dla ciata o masie m ma wowczas postaé nastepujaca:

ma = —kx

Wiedzac, ze przyspieszenie jest druga pochodng potozenia po czasie, rownanie (2) mozna przepisac
w postaci:

2
m—d Z( = —kx
dt

Dzielac réwnanie powyzsze obustronnie przez m i podstawiajac — = w?® otrzymujemy:
m

dzx:

F —(/JZX.

Otrzymane rownanie nosi nazwe réwnania oscylatora harmonicznego, ktérego rozwigzaniem
ogolnym jest funkcja:

X(t) = Asin(at + ¢)

gdzie x - oznacza potozenie ciata w chwili t (odlegtos¢ od poczatku uktadu wspotrzednych przyjetego
w potozeniu réwnowagi). A nazywamy amplituda drgan (jest to maksymalne wychylenie uktadu z
potozenia rownowagi), argument sinusa (wt+@) - faza drgan, ¢ przesunieciem fazowym lub faza
poczatkowa, za$ w czestoscig kotowa. Amplituda i faza poczatkowa nie zaleza od wtasnosci uktadu,
okreslone sa natomiast przez tzw. ,warunki poczatkowe”, czyli stan uktadu w chwili t = 0. Czestos¢
kotowa w zalezy od wtasnosci uktadu, nie zalezy zas od amplitudy drgan.

Okreslimy teraz okres drgan - T w ruchu harmonicznym tj. najkrotszy czas po jakim
wychylenie, predkos¢ i przyspieszenie ruchu przyjma te sama wartos¢. Aby warunek ten byt
spetniony, faza ruchu musi zmieni¢ sie o 2711, czyli: Asin(at + ¢ +2n) = Asinfa(t +T) +¢], skad
T =21, awiec:

2n

T=2"
w

Ogoélnie, ciato wykonywac moze jednoczesnie kilka ruchéw drgajacych. Ruch jakim porusza sie
ono wtedy jest wypadkowa wszystkich ruchéw sktadowych. W przypadku, gdy rozpatrujemy tylko
jeden ruch drgajacy, mozna wybraé poczatek liczenia czasu tak, aby faza poczatkowa ¢ = 0

(w chwili t = 0 wychylenie jest rowne zeru), czyli X(t) = Asin(at) .

1.2. Wahadto fizyczne grawitacyjne

Bryta sztywna umieszczona w polu sity ciezkosci i zawieszona na statej poziomej osi,
nieprzechodzacej przez jej srodek ciezkosci, tworzy tzw. grawitacyjne wahadto fizyczne (rys.2).
Odchylona z potozenia rownowagi wykonuje wokot tego potozenia drgania. Kazdy jej punkt porusza
sie po tuku. Gdy odcinek taczacy srodek ciezkosci bryty - S z osig obrotu 0 odchylony jest o kat a od
linii pionowej przechodzacej przez punkt zawieszenia, na bryte dziata moment sity ciezkosci:

M =-mgd [sina

gdzie d - jest odlegtoscia od osi obrotu do srodka ciezkosci, znak minus oznacza, ze moment ten

wywotuje obrot w kierunku przeciwnym do kierunku w ktorym mierzymy kat a. Korzystajac z

3 0’5

rozwiniecia funkcji sinus dla matych katow na szereg Taylora, sina:a—%+?—..., (kat a
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wyrazamy tu w mierze tukowej) i urywajac rozwinigecie na pierwszym wyrazie szeregu, otrzymujemy
réwnanie:

M =-mgda = -Da

Wielkos¢ D = mgd nazywamy momentem kierujagcym. Jest to maksymalna wartos¢, jaka moze
przyja¢ moment sity usitujacy przywroécic ciato do potozenia rownowagi.
Druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego ma postac:

€=M

2
gdzie ¢ :F jest przyspieszeniem katowym ciata, zas wielkosc¢ | jest momentem bezwtadnosci
t

n
ciata wzgledem zadanej osi obrotu (| =Zmiri2 dla uktadu punktéw materialnych m, ktoérych
i

odlegtosci od osi obrotu wynosza odpowiednio f;; | = Irzdm dla ciagtego rozktadu masy). Czyli dla
wahadta odchylonego o maty kat:

2
dt
skad:
dt2 I

OtrzymaliSmy rownanie analogiczne do rownania (5), a wiec rozwiazanie jego bedzie miato postac:

a=agsint +¢),

D
gdzie czestotliwos¢ w = \/I: , a okres drgan wahadta fizycznego T wynosi:

D

Podstawiajac D = mgd mamy:

T=2r I— .
\]mgd

Wprowadzimy teraz pojecie dtugosci zredukowanej wahadta fizycznego.
Dtugos¢ zredukowana L wahadta fizycznego jest rowna takiej dtugosci wahadta
matematycznego, ktore posiada ten sam okres drgan, co dane wahadto fizyczne:

ZIT\/EZZIT I—.
g \/mgd

Z poréwnania wyrazen pod pierwiastkami otrzymujemy:
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Rys. 2 Wahadto fizyczne.

Twierdzenie Steinera moéwi, ze moment bezwtadnosci | bryty wzgledem dowolnej osi rowny
jest momentowi bezwtadnosci | tej bryty wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek ciezkosci (i
réwnolegtej do danej osi), powiekszonemu o iloczyn masy tej bryty przez kwadrat odlegtosci miedzy

osiami: | =1+ md?. Czyli wzor (14) mozna zapisa¢ w postaci:
: ECR
L=d+—,
md
a wiec:
e -
g md ) g

Punkt 0’ odlegty o L od osi obrotu 0 nazywa sie srodkiem wahan grawitacyjnego wahadta
fizycznego.

Wykazemy, ze jesli przez ten punkt przeprowadzimy o$ obrotu rownolegta do osi pierwotnej,
to okres drgan wzgledem nowej osi bedzie taki sam, jak okres wzgledem osi pierwotnej,
przechodzacej przez punkt 0.

Wahadto odwrocone (o osi obrotu w srodku wahan) ma okres drgan T’ wyrazajacy sie wzorem:

, . . I
Z rysunku 2 wynika, ze L - d = d’, za$ z rownania (15): L-d= 0

I
Po przeksztatceniu otrzymujemy: ﬁ =d, a wiec:

afyaieay -
g g

Fakt ten wykorzystuje sie do wyznaczenia przyspieszenia ziemskiego za pomocga wahadta fizycznego o
specjalnej konstrukcji, tzw. wahadta rewersyjnego, czyli odwracalnego.




1.3. Wahadto fizyczne torsyjne

W wahadle grawitacyjnym moment kierujacy wytwarza sita ciezkosci. W wahadle torsyjnym
powoduje go sita sprezystosci pochodzaca od skreconego preta lub innego ciata sprezystego.

Po odksztatceniu ciata sprezystego o kat a od potozenia rownowagi powstaja w nim drgania
pod wptywem momentu sity skrecajacej: M’ = - Da zwracajacego ciato zawsze do potozenia
réwnowagi. Wspotczynnik proporcjonalnosci D, podobnie jak w przypadku wahadta grawitacyjnego,
nazywamy momentem kierujacym. Rownanie ruchu ma wiec posta¢ analogiczna jak dla wahadta

, . ) , . |
grawitacyjnego (rownanie 10), a zatem i okres drgan wyraza sie tym samym wzorem: T = 277\/; .

Wielkosc D jest tu okreslona przez wtasnosci fizyczne badanego uktadu.

Rozwazmy przypadek, gdy sity dziatajace na ciato powoduja jego odksztatcenie sprezyste
(deformacja znika po ustapieniu sity odksztatcajacej F).

W zaleznosci od kata miedzy wektorem sity dziatajacej a powierzchnia ciata odksztatconego,

rozrozniamy sity normalne F,, tj. dziatajace prostopadte do powierzchni, oraz sity styczne do
powierzchni, Fg. Takimi wtasnie sitami zajmowac si¢ bedziemy w naszym cwiczeniu.
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Rys.3 Odksztatcenie prostopadtoscianu pod wptywem sit: a) normalnych, b) stycznych.

Naprezenie styczne - jest to stosunek sity stycznej Fs do powierzchni S, na ktora ta sita
dziata. Efekt dziatania takiego naprezenia nazywamy $cinaniem prostym.

I:S

S

7= (17)

Odksztatcenie mierzy sie wtedy za pomoca tzw. kata Scinania y tj. kata jaki tworzy

ptaszczyzna pierwotna z ptaszczyzng obrdcong na skutek scinania (rys.3b i 4b). Miedzy wielkosciami
i y zachodzi zwiazek znany jako prawo Hooke’a, ktore przyjmuje postac:

r=Gly (18)

Wspétczynnik G - zwany modutem sztywnosci lub modutem sprezystosci postaciowej ma
wymiar Nm? rad™ = Pa-rad”. Charakteryzuje on wtasnosci sprezyste materiatu. Im jest on wiekszy,
tym trudniej jest zmieni¢ ksztatt ciata. Wartosci jego wahaja sie od 1,5-10° Pa-rad” dla gumy
miekkiej, do ok. 8,5-10'Pa-rad™ dla stali.

W naszym cwiczeniu wielkos¢ G wyznaczamy wykorzystujac drgania harmoniczne preta
metalowego zachodzace pod wptywem sit sprezystych. Kazdy z elementéw badanego preta,
skreconego przez site zewnetrzna, podlega deformacji scinania prostego. Jako reakcja na te site
pojawia sie w precie sita sprezystosci powodujaca powrot do potozenia rownowagi i w konsekwencji
wywotujaca zjawisko drgan.
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Druga zasade dynamiki dla ruchu obrotowego l& =M , mozemy zapisac dla tego przypadku w
postaci:
d?a _ Gria _

|
dt? 2L

-Da

gdzie (patrz wyprowadzenie w dodatku):
Grt
2L

D=

Jest to réwnanie analogiczne do rownania (9a), czyli okres drgan mozemy wyrazi¢ wzorem (12):

T= 277\/I = 2IT. 2Ll
D ort

Przeksztatcajac to wyrazenie znajdujemy wartos¢ modutu sprezystosci:

8nlLl
G= >
rT
Przypominamy, ze L - jest tu dtugoscia preta, r - jego promieniem, | - momentem

bezwtadnosci masy wprawionej w drgania wzgledem osi przechodzacej przez os preta, T - okresem
drgan.

2. Opis ¢éwiczenia

2.1. Wyznaczanie przy$pieszenia ziemskiego za pomocg wahadta rewersyjnego.
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Rys.4 Wahadto rewersyjne. Rys.5. Wahadto torsyjne.
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Wahadto rewersyjne sktada sie z metalowego preta, na ktorym umieszczone sa dwa
przesuwalne ciezarki m, i Mg (rys.4), oraz dwa ostrza (osie obrotu) 0 i 0’, ktérych potozenie rowniez

mozemy zmieniac. Przez zmiane potozenia ciezarkdow doprowadzi¢ mozemy do tego, ze okresy wahan
na osi 0 i 0’ beda sobie rowne. Wtedy odlegtos¢ miedzy tymi osiami stanie sie dtugoscia zredukowana
L rozwazanego wahadta fizycznego. Znajomosc zas dtugosci zredukowanej i okresu drgan T pozwoli
nam obliczy¢ wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g, ze wzoru (16a):

AL
9=—"7
T

2.2. Wyznaczanie modutu sprezystosci za pomoca wahadta torsyjnego.

Modut sprezystosci wyznaczy¢ mozemy doswiadczalnie postugujac sie prostym przyrzadem
pokazanym na rys.5.

Badany pret o dtugosci L obcigzony jest wibratorem w postaci krzyza, na ktorym mozemy
umieszczal ciezarki. Skrecenie wibratora o niewielki kat powoduje powstanie w precie sit
sprezystosci, ktore wywotuja drgania harmoniczne catego uktadu.

Wszystkie wielkosci wystepujace we wzorze (22), poza momentem bezwtadnosci |, mozemy
tatwo zmierzy¢. Wyznaczenie momentu bezwtadnosci takiej bryty, jaka jest wibrator, bytoby rzecza
bardzo skomplikowana. Trudnos¢ te omijamy w nastepujacy sposob: W pierwszej fazie doswiadczenia
wprawiamy w ruch wibrator nie obcigzony lub umieszczamy na nim ciezarki dajace ,,0bcigzenie
wstepne” (ktore nalezy traktowal jako wchodzace w sktad masy nieobciazonego wibratora) i
znajdujemy okres drgan takiego uktadu:

I
Tl = Zﬂ\/g.

Nastepnie umieszczamy na wibratorze dodatkowe ciezarki, ktorych moment bezwtadnosci wzgledem
osi przechodzacej przez ich srodek masy mozemy tatwo wyznaczy¢ i mierzymy nowy okres drgan T,:

I +1,

T2 = 2T,

l, - jest tu momentem bezwtadnosci dodatkowych ciezarkow.
Podnoszac dwa ostatnie rownania do kwadratu, odejmujac je od siebie i uwzgledniajac wzor
(22), otrzymujemy:

D oGr
skad:
r(Ty -T1°)

W szczegolnym przypadku, gdy to dodatkowe obcigzenie stanowig jednorodne walce
o0 momencie bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez ich srodek ciezkosci i rownolegtej do

. 1 - . . _— .
osi preta wynoszacym |q =§mR (m - jest masa walca, R - jego promieniem), i gdy walce te
umiescimy w odlegtosci d od osi preta, to zgodnie z twierdzeniem Steinera  wielkos¢

[, =n(lg+ mdz) = n(% mR? + md2) , gdzie d - jest srednig odlegtoscia srodka walca obcigzajacego
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od osi wibratora, a n - iloscig obciaznikow. Modut sztywnosci G wyznaczamy ze wzoru (27) po
podstawieniu do niego wyrazenia na /,:

8n71L(1 R? + azjm

: =
rTE =T

3. Wykonanie ¢wiczenia i opracowanie wynikow

G=

3.1. Wahadto rewersyjne

1. Ciezarek m, umiesci¢ w potozeniu najblizszym osi 0’. (Nie wolno zmienia¢ potozenia cigzarka B.)

2. Uruchomié¢ wahadto i zmierzy¢ czas dwudziestu wahnie¢ wokot osi 0.

3. Wyznaczyc okres drgan To. Odwroci¢ wahadto, zmierzy¢ czas 20 wahnigé wokot osi 0’ i wyznaczy¢
okres drgan Ty’.

4. Przesunac ciezarek m, o 2 cm, ponownie znalez¢ okresy wahan To i To wokoét osi 01 0°. Mierzac
za kazdym razem odlegtos¢ ruchomego ciezarka A od osi 0’ postepowac w ten sposob do
momentu, gdy ciezarek m, znajdzie sie na koncu wahadta.

5. Po zmierzeniu okresow drgan wahadta zawieszanego na osi 0’-T," i osi 0-To w funkcji potozenia
ruchomego ciezarka - x sporzadzi¢ wykres Ty = To(x) i To’= Ty’ (x) (zalezno$¢ okreséw drgan
wahadta od odlegtosci ruchomego ciezarka od wybranej osi obrotu).

Znalez¢ na nim punkt przeciecia krzywych Ty(x) i Ty’ (x) - punkt (xo,T).

Jesli okaze sie ze krzywe na wykresie nie przeciety sie, nalezy poprosi¢ asystenta o zmiane
potozenia ciezarka mgi doswiadczenie nalezy powtorzy¢ od poczatku.

Neo

8. W przypadku gdy krzywe przecinaja sig, sprawdzic¢, ustawiajac ciezarek m, w punkcie x,, czy
istotnie wtedy T, = To’. Gdyby okazato sig, ze dla tego ustawienia okresy nie sa doktadnie sobie
rowne, przesuna¢ m, o okoto 1cm w jednym lub drugim kierunku. Powtorzy¢ pomiary. Potozenie
ciezarka zmienia¢ do momentu, gdy okresy w granicach niepewnosci beda sobie rowne.

9. Zmierzyc odlegtos¢ L miedzy osiami (dtugos¢ zredukowana).

10. Znaleziong wartos¢ T i L podstawi¢ do wzoru (23), z ktdérego obliczy¢ wartos¢ przyspieszenia
ziemskiego.

11. Obliczy¢ niepewnosc¢ ztozong u. mierzonej wielkosci. Obliczy¢ niepewnosc rozszerzong U..

12. Wyznaczong wielkos¢ poréwnac z wartoscia tablicowa i oceni¢ poprawnosc zastosowanej metody
pomiarowej.

Tabela wynikow pomiaréw
= | n =

3.2. Wahadto torsyjne

1. Za pomocg Sruby mikrometrycznej zmierzy¢ kilka razy, w réznych miejscach, srednice badanego
preta (2r).

2. Zmierzy¢ dtugos¢ badanego preta (L).

3. Wprawic w ruch wibrator nie obcigzony lub obcigzony ,,0bcigzeniem wstepnym”. Zmierzy¢ czas t;
dwudziestu okresow drgan.
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4.
5.
6.
7.

®

Zmierzy¢ srednice (2R) n dodatkowych ciezarkow.

Zwazy¢ n dodatkowych ciezarkow.

Zmierzy¢ odlegtos¢ miedzy sztyftami na ktdrych umieszczone sa te ciezarki (2d), (rys.5).

Po umieszczeniu ciezarkow na sztyftach ponownie wprawi¢ wibrator w drgania. Zmierzyc¢ czas t;
dwudziestu okresow drgan.

Po wykonaniu odpowiednich pomiaréow, wyznaczy¢ wartos¢ T; i T, i obliczy¢ wartosci srednie
r,R,d,m.

9. Wielkos¢ G wyznaczyc ze wzoru (28).

10.

11.
12.

Wyznaczy¢ niepewnosci standardowe wszystkich wielkosci mierzonych bezposrednio. Dla kazdej z
niepewnosci okresli¢, czy niepewnos¢ byta wyznaczana metoda typu A, czy typu B.

Wyznaczy¢ niepewnosc ztozong i niepewnos¢ rozszerzong wielkosci G. Poprawnie zapisa¢ wyniki.
Poréwnac¢ wyznaczong wartos¢ G z wartoscia tablicowa (czy znaleziona wielkos¢ miesci sie w
przedziale niepewnosci).

4.

1.
2.

4.

Pytania kontrolne

Jakie warunki musza by¢ spetnione, aby ciato mogto poruszac sie ruchem harmonicznym?
Narysowac zaleznos¢ przyspieszenia i predkosci od czasu w ruchu harmonicznym. Czy zmieniaja
sie one w fazie z wychyleniem?

Zastanowic sie, w jakim celu zmieniamy potozenie ciezarkow w wahadle rewersyjnym (przy
ustalonej odlegtosci miedzy osiami).

Czy w stanie niewazkosci mozna obserwowac drgania wahadta fizycznego? a wahadta torsyjnego?

5.
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Dodatek - Zaleznos¢ miedzy modutem sztywnosci a momentem sity

Wyprowadzimy zalezno$¢ matematyczng miedzy modutem sztywnosci G, a momentem sity
dziatajacej na skrecony pret. Rozwazmy cylindryczny element preta o promieniu wewnetrznym r’,
grubosci dr’ i dtugosci L, rownej dtugosci catego preta (L>>r’) (rys.4). Naprezenie styczne w tym
przypadku wynosi:

S
T=Gly=G—
v L

gdzie s - jest elementem tuku. Ale E =qa , awiec:
r

Q
=

Rys.6 a) Odksztatcanie elementow skrecanego preta.
b) Odksztatcanie cylindrycznej warstwy skrecanego preta.

Powierzchnia ds przekroju pierscienia ograniczonego obwodami o promieniach r’ i r’+ dr’

wynosi 27r'dr'. Wartosc¢ sity stycznej dziatajacej na taki pierscien mozna okreslic korzystajac
ze wzoru (17) i poprzedniego:

dFg =7dS= Grta rr'dr'
moment sity zas rowny jest:

dM = dFSr':z—fGar'3 dr’

Catkujac to wyrazenie w granicach od 0 do r, otrzymamy wartos¢ momentu sity dziatajacej na
cata powierzchnie przekroju poprzecznego preta:

_ nGr 4
2L

,
M = _[Z—nGar‘3 dr'
0 L



