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ELEKTROMAGNETYCZNE DRGANIA WYMUSZONE W OBWODZIE RLC
1. Podstawy fizyczne

Drgania sa zjawiskiem powszechnie wystgpujacym w przyrodzie i w technice. W zjawisku tym stan
fizyczny uktadu drgajacego opisywany jest przez wielkosci fizyczne zalezne okresowo od czasu.
Najwazniejszym, a takze najprostszym rodzajem drgan sa tzw. drgania harmoniczne, w ktorych zalezno$¢
od czasu mozna opisa¢ funkcjami sinus lub/i cosinus. Duze znaczenie tego rodzaju drgan polega na tym,
ze dowolne drganie mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej roznych drgan harmonicznych
(tzw. analiza Fouriera).

Swobodne drgania harmoniczne wykonuje uktad fizyczny, do ktoérego zostata jednorazowo
dostarczona pewna porcja energii i nie ma dalszego wplywu otoczenia na uktad. Jesli wystegpuje
niewielkie tlumienie liniowe (proporcjonalne do pochodnej po czasie podstawowego parametru
opisujacego stan uktadu, np. wychylenia z potozenia réwnowagi w drganiach mechanicznych, lub
tadunku na kondensatorze w drganiach elektromagnetycznych), to zachodza ,,prawie okresowe” drgania
zanikajace. Drgania harmoniczne opisywane sa za pomoca liniowych réwnan rozniczkowych, czyli
takich, w ktorych wystgpuje kombinacja liniowa (suma ze stalymi wspoétczynnikami) funkcji i jej
pochodnych po czasie.

Jesli na ukfad drgajacy dziata harmoniczne (sinusoidalne) wymuszenie, dostarczajace okresowo
energi¢, to mimo wystgpowania tlumienia liniowego zachodza ustalone drgania wymuszone. Takie
oddzialywanie zewngtrzne nie powinno zmienia¢ wiasnosci ukladu drgajacego, a takze amplituda,
czgstos¢ 1 faza tego oddziatywania nie powinny zaleze¢ od stanu uktadu drgajacego. Zalozenia te maja
oczywiscie charakter modelowy, gdyz w ukladach rzeczywistych wystgpuja pewne sprzg¢zenia migdzy
uktadem pobudzanym do drgan i zrédtem wymuszania. Aby przewidywania modelu teoretycznego
zgadzaty si¢ z dosSwiadczeniem wazne jest aby te odstgpstwa byty niewielkie, a wigc do pominigcia.

1.1. Elektromagnetyczne drgania harmoniczne swobodne.

Modelowym uktadem fizycznym, w ktorym zachodzi¢ moga elektromagnetyczne drgania
harmoniczne swobodne jest zamknigty obwdd elektryczny o opornosci rownej zeru, zawierajacy cewke o
indukcyjnosci L 1 kondensator o pojemnosci C.
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Rys.1. Obwod LC - elektromagnetyczny oscylator harmoniczny swobodny.

W obwodzie przedstawionym na rys.1 kondensator zostat natadowany tadunkiem ¢qo . Gdy w chwili
t = 0 zamkniemy obwod, to kondensator zacznie si¢ roztadowywac 1 zmieniajacy si¢ prad roztadowania
spowoduje powstanie w cewce sily elektromotorycznej samoindukcji. Stan fizyczny obwodu mozna
opisa¢ za pomoca Il prawa Kirchhoffa:
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di qg ._dq

U.+Uc=0 , dzie: Uy =L— , Upr=—, i= . 1
L C g L dt C C dt (1)

Po podstawieniach i przeksztatceniach otrzymujemy rownanie elektromagnetycznego oscylatora
harmonicznego swobodnego:

d? 1
2e__ L, 2)
dt LC

Rozwiazaniem tego rdwnania, spetniajacym warunki poczatkowe: ¢(0) = qo , i(0) = 0 jest funkcja:
q(t) =qqcoswpt , 3)

gdzie: W, = ‘/% - czestos¢ drgan wlasnych obwodu LC 4)

g -t - faza drgan,
qo - amplituda drgan.

Majac funkcje ¢(f) mozna obliczy¢ napigcie na kondensatorze Uc(f), natezenie pradu i(¢) oraz
napigcie na cewce Uy (?):

q(t) _ 90 40

Ut = coswpnt = U g coswpt , Urog=—; 5
c(®) c o C ot =Uco 0 €0 =" )
) dq ) ) .
i(t) = o —qo®q sinwyt = i cos(wpt +7/2), iy =qywp; (6)
di 2 2 40
Urp(t)= LE =—Lggw coswyt =Up cos(wgt + ) , Uro = Lgooy = C (7)

Warto zauwazy¢, ze napigcia na kondensatorze i cewce maja rowne amplitudy i przeciwne fazy
(przesunigcie fazowe wynosi -1), za$ nat¢zenie pradu jest przesunigte w fazie o -n/2.

Z powyzszej analizy wynika, ze po dostarczeniu do obwodu LC porcji energii (natladowanie
kondensatora) i braku dalszej ingerencji zewngtrznej, zachodza w nim drgania harmoniczne swobodne -
wielkosci opisujace stan uktadu sa funkcjami harmonicznymi. Por6wnanie z mechanicznym oscylatorem
harmonicznym swobodnym (np. klocek o masie m zaczepiony do sprezyny o wspdtczynniku sprezystosci
k) pokazuje, ze tadunek na kondensatorze jest wielkoscia analogiczna do wychylenia z polozenia
rownowagi a natgzenie pradu do predkosci. Pelne zestawienie analogii migdzy drganiami
elektromagnetycznymi i drganiami mechanicznymi przedstawiono w tabeli nr 1.

Okres i czestotliwo$¢ drgan swobodnych (inaczej drgan wiasnych) obwodu LC sa rowne:

2 1 oy 1 [1
T, =% =27JLC. vp=— = |
07 v, 71, 2z 2zVLC

®)
Przejdzmy teraz do rozwazan energetycznych. Iloczyn napigcia i natezenia pradu jest rowny mocy,
a zatem mozemy obliczy¢ moc Pg i energi¢ We pola elektrycznego w kondensatorze:

aw
=—E=UC'1'=@3WE:J-%dqzi'f:L'q(%COSZwof ©)

Pg
dt dt 2C 2C

oraz moc Pg i energi¢ Wy pola magnetycznego w cewce:
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dWpg ) di . A ) 1 2 .2
Po=—"=U; -i=L—-i=>Wp=|Lidi=—Li“ =—-q{ sin“ wyt. 10
B=" L 7 B j idi == Li" == ~-4q0 0 (10)

Jak wida¢, energie pol w kondensatorze i w cewce maja takie same amplitudy, ale sa przesunigte
w fazie o m/2. Calkowita energia ukladu drgajacego bedaca suma energii pola elektrycznego
w kondensatorze i1 pola magnetycznego w cewce

W:WE+WB:%-qg:const (11)

jest stata i rowna energii dostarczonej do obwodu.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze elektromagnetyczne drgania swobodne w obwodzie LC
mozna traktowac jak okresowe przemiany energii pola elektrycznego w kondensatorze w energi¢ pola
magnetycznego w cewce 1 na odwro6t. Okres tych przemian jest rowny potowie okresu drgan wiasnych,
czyli okresu zmiennosci napie¢ na kondensatorze i cewce oraz nat¢zenia pradu. W rzeczywistych
obwodach elektrycznych wystgpuje zawsze niezerowy opor elektryczny, a wigc wydziela si¢ energia
cieplna. W takim przypadku energia uktadu drgajacego maleje i po pewnym czasie drgania zanikaja.

Tabela 1. Swobodne drgania harmoniczne

DRGANIA MECHANICZNE DRGANIA ELEKTROMAGNETYCZNE
sita harmoniczna napigcie na kondensatorze
F, =—kx 1
! Uec= E q
d’x  k d’q 1
—2 = ——X —2 =——q
dt m dt LC
x(1) = xg cos(wpt — @) q(t) = g cos(wgt — @)
0 m 0 \LC
masa ciata m indukcyjnos¢ cewki L

wspdtczynnik sprezystosci sprezyny k£  |odwrotno$¢ pojemnosci kondensatora 1/C
potozenie wzgledem stanu rownowagi x |ladunek zgromadzony w kondensatorze ¢

predkos¢ liniowa natezenie pradu
dx . dq
vV=— ] =—
dt dt
przyspieszenie liniowe
d*x d Zq
a=— v
dt dt
energia potencjalna energia pola elektrycznego w kondensatorze
1, » QZ
Wp =—kx Wp =2
2 Fac
energia kinetyczna energia pola magnetycznego w cewce

1 - | )
Wy =—mv Wp =—Li
K™ B
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1.2. Elektromagnetyczne drgania wymuszone

Elektromagnetyczne drgania wymuszone mozna zaobserwowaé w obwodzie RLC (zawierajacym
cewke o indukcyjnosci L, kondensator o pojemnosci C oraz rezystor o rezystancji R), do ktdrego
dotaczone zostalo zrodto napigcia sinusoidalnego (rys. 2).

R L C
’—:’—’m—‘H
e
)

Uy

U(t)=Ugysinwt
Rys.2. Obwod RLC ze zrodtem napiecia wymuszajqcym drgania.

Stan fizyczny tego uktadu opisuje w dowolnej chwili II prawo Kirchhoffa:

Up+Ugr+Up =Ugysinwt ,czyli: (12)
Lﬁ+Ri+i:UOSina)z . (13)
dt C

Po podzieleniu réwnania (13) przez L i podstawieniu

dq . R 1 2

— =1 —= —=w 14

dt 2L c (14)

gdzie: B - wspélezynnik thumienia, wy - czgsto$¢ drgan swobodnych, otrzymujemy réwnanie
elektromagnetycznych drgan wymuszonych:

d*q dg o> _Up .
Ch—2+2ﬁ5+a)0q—78ma)t. (15)

W réwnaniu tym bezposrednie parametry uktadu fizycznego, jakimi sa w przypadku obwodu RLC:
indukcyjno$¢ L, pojemnos¢ C 1 rezystancja R zostaly zastapione przez uniwersalne parametry
wystepujace w opisie drgan harmonicznych dowolnego uktadu fizycznego (np. oscylator harmoniczny
mechaniczny), a mianowicie przez czgstos¢ drgan wlasnych mg i wspotczynnik ttumienia f3.

Poniewaz napigcie wymuszajace jest sinusoidalng funkcja czasu, to rozwiazania tego rdwnania
poszukujemy w postaci funkcji:

q(t) = qosin(@? —¢) (16)

a zatem przewidujemy, ze tadunek na kondensatorze bedzie si¢ zmienia¢ sinusoidalnie z czgsto$cia taka
jak czgsto$¢ napigcia wymuszajacego oraz, ze bedzie przesunigty w fazie o ¢ wzgledem tego napigcia.
Po podstawieniu przewidywanej funkcji ¢(¢#) do rownania (15) i zazadaniu, aby réwnanie to stato si¢
tozsamoscia (funkcja ¢(t) musi spetnia¢ to roOwnanie w kazdej chwili czasu) otrzymamy wzory
okreslajace amplitude ladunku gy 1 przesunigcie fazowe ¢:

Yo
L : ¢:arctg% (17)

qo =
J(@8 -0 + 420> of -0
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Przy ustalonych parametrach ukladu R, L, C, a wigc rowniez mo 13 amplituda tadunku oraz
przesunigcie fazowe sa funkcjami czgstoSci ® napigcia wymuszajacego. Po przeprowadzeniu badania
funkcji go(®) mozna stwierdzi¢, ze amplituda tadunku na kondensatorze osiaga warto§¢ maksymalna dla
czesto$ci wymuszania o, okreslonej wzorem :

w, =\od -28%, gdzie B(f, =w0%. (18)

Zjawisko wymuszania drgan z taka czestoscia przy ktorej amplituda drgan osiaga wartos¢
maksymalng nazywamy rezonansem. Rezonans w obwodzie RLC zachodzi przy czg¢sto$ci wymuszania
oy, zwanej czestoScig rezomansowa, gdy wspolczynnik tlumienia [ jest mniejszy od wartosci

granicznej B, . Gdy tlumienie jest wigksze (S = oy 72), uktadu RLC nie udaje si¢ wprowadzi¢ w stan

rezonansu.
Amplitudeg drgan i przesunigcie fazowe w stanie rezonansu mozna wyrazi¢ wzorami:

U
TO wla)g -2p 2
(90) max :T’ ¢, =arctg————. (19)
28\ w5 - B d

Szczegblny przypadek rezonansu wystgpuje w przypadku gdy wspotczynnik thumienia B=0.
Dla takiego ukladu rezonans zachodzi przy czgstosci wymuszania rownej czgstoSci drgan
wilasnych o,=wmy 1 objawia si¢ wzrostem amplitudy do nieskonczono$ci oraz przesunigciem fazowym
d=m/2. W takiej sytuacji dochodzi przewaznie do zniszczenia ukladu drgajacego zanim amplituda drgan
osiagnie warto$¢ nieskonczona.

Graniczne wartosci amplitudy drgan ¢¢ 1 przesunigcia fazowego ¢ dla czgstosci wymuszania
dazacej do zera wynosza:

lim qo =U,C, lim ¢=0 : (20)

w—0 o—>0

Dla czestosci znacznie przekraczajacych czgsto$¢ wiasna, wartosci graniczne amplitudy drgan
1 przesunigcia fazowego wynosza:

lim ¢y =0, lim tgg=0, awigc lim ¢g=r. 21)

W—>0 @W—>0 @W—>0©

Warto zaznaczy¢, ze niezaleznie od wartos$ci wspélczynnika tlumienia, przesunigecie fazowe ¢
osigga warto$¢ n/2 przy czestosci wymuszania © réwnej czestosci drgan wlasnych ukladu .

Wzory opisujace drgania wymuszone i rezonans mozna zapisa¢ w uniwersalnej postaci
bezwymiarowej, stusznej zarowno dla drgah elektromagnetycznych, jak i1 dla drgan mechanicznych. W
tym celu wprowadza si¢ tzw. parametry zredukowane:

zredukowany wspotczynnik thumienia: u= A , (22)
@0
zredukowana czgsto$¢ drgan: w="2 , (23)
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Rys. 3. Zaleznos¢ zredukowanej amplitudy drgan X oraz przesuniecia fazowego ¢ od zredukowanej
czestosci drgan w dla kilku wartosci zredukowanego wspotczynnika ttumienia u.
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Rys. 4. Wplyw zredukowanego wspotczynnika ttumienia u na: zredukowanq czestos¢ rezonansowq wy,
amplitude drgan X, w stanie rezonansu, amplitude X przy czestosci zredukowanej w = 1
oraz przesuniecie fazowe @, w stanie rezonansu.

q90 (a) —> 0) U()C

zredukowana amplituda drgan wymuszonych X =

Po zastosowaniu powyzszych podstawien wzory okre$lajace: amplitudg¢ drgan i przesunigcie
fazowe dla dowolnej czestosci wymuszania (wzor 17), czgstos¢ rezonansowa (wzor 18) oraz amplitude
drgan i przesunigcie fazowe w stanie rezonansu (wzor 19) przyjma postac:

X = ! : b= arctgiwz, (25)
\/(l—wz)z+4u2w2 1-w

w, =\1-2u? (26)

] V1—2u2
Y =) =ardg 27)
2uN1-2u? u

X, :X(a)r):
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Na rys.3 przedstawiono wykresy zalezno$ci zredukowanej amplitudy drgan X i1 przesunigcia
fazowego ¢ od zredukowanej czgstosci drgan w dla kilku warto$ci zredukowanego wspotczynnika
thumienia u. W miar¢ wzrostu wspoiczynnika tlumienia rezonans pojawia si¢ dla czgstosci coraz
mniejszych 1 warto§¢ amplitudy drgan w stanie rezonansu jest coraz mniejsza. Po przekroczeniu
granicznej warto$ci wspotczynnika tlumienia rezonans nie pojawia si¢ (krzywa X(w) nie posiada
maksimum).

Wykresy przedstawione na rys.4 pokazuja wptyw zredukowanego wspdiczynnika tlumienia u
na zredukowana czgsto$¢ rezonansowa wy , zredukowana amplitud¢ drgan X, i1 przesunigcie fazowe ¢,
w stanie rezonansu oraz na zredukowana amplitude X dla w=1. Warto zauwazy¢, ze dla matych wartosci
wspotczynnika thumienia amplituda drgan wymuszonych (amplituda tadunku) w stanie rezonansu X; jest
funkcja szybkozmienna, za$ czgstos¢ rezonansowa funkcja wolnozmienna (jej warto$¢ jest bliska
czgstosci wiasnej uktadu). Gdy wspotczynnik tlumienia zbliza si¢ do wartoSci granicznej, to - odwrotnie -
amplituda drgan jest niemal stata (bliska warto$ci granicznej dla czgsto$ci wymuszania bliskiej zero, za$
czgstos$¢ rezonansowa wr jest funkcja szybkozmienna. Warto$¢ zredukowanej amplitudy X dla w = 1 jest
mniejsza od X; .

Znajac funkcje ¢(f) mozna wyznaczy¢ pozostate funkcje opisujace stan fizyczny uktadu drgajacego:
napigcie na kondensatorze, nat¢zenie pradu, napigcie na oporniku oraz napigcie na cewce.

1.3. Napiecie na kondensatorze

Yo
Ucn =10 -~ = L sin(wgt - 4) = Uco sin(t ~ ). (28)
(0 —0°)" +4p°w
2
[0
Uco =U 0 , é=ar ctg%. (29)
J@f -0 +4p%0” of -

Zalezno$¢ amplitudy napigcia na kondensatorze od czgsto$ci wymuszania jest oczywiscie taka sama
jak amplitudy tadunku. Napigcie na kondensatorze jest zgodne w fazie z tadunkiem, a wigc ¢ okresla
roOwniez jego przesunig¢cie fazowe wzgledem napigcia wymuszajacego. W stanie rezonansu, czyli dla
czgsto$ci wymuszania rownej o, , amplituda napigcia na kondensatorze osiaga warto$¢ maksymalna:

2

( 0]
(U0 max = L0max _ g7, 0 da o, =+of -28% , (30)
C 2 2
2p 2n -p

a przesunigcie fazowe wzgledem napigcia wymuszajacego wynosi:

p

¢, =arctg :arctga)—ﬂr. (31)

Wartosci graniczne: gdy czestos¢ wymuszania dazy do zera, to amplituda napigcia
na kondensatorze dazy do wartosci Uy, za$ dla czgstosci znacznie wigkszych od czestosci wlasnej wo dazy
do zera. Przesunigcie fazowe zmienia si¢ od zera dla bardzo matej czgstosci wymuszania do w dla
czestosci bardzo duzej.

Pozostate funkcje opisujace stan fizyczny uktadu drgajacego: natezenie pradu, napigcie na
rezystorze oraz napigcie na cewce zostaly przedstawione w Dodatku nr 1.
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1.3. Wspétczynnik dobroci

W celu iloSciowego wyrazenia rezonansowych wiasnosci uktadu drgajacego wprowadzono
wspotczynnik Q zwany dobrocia. Dobro¢ ukladu drgajacego okresla ile razy amplituda gy ustalonych
drgan wymuszonych w stanie rezonansu jest wigksza od amplitudy z dala od rezonansu, czyli w obszarze
czgstosci tak matych, ze amplitude drgan wymuszonych mozna traktowac jako niezalezna od czgstosci.

0- q0(@,) (32)

qo(@ —0)

Podstawiajac do tego wzoru odpowiednie wartosci amplitudy tadunku (wzory (19), (20))

. o 1 .
1 pamigtajac, ze E = a)g otrzymujemy:

o3

0=——"7"2 .
28\ ag - B*

(33)

W przypadku duzego ttumienia, tzn. gdy wspdtczynnik ttumienia zbliza si¢ do wartosci granicznej

V2

Bg = (7]600 dobro¢ maleje do jednosci. Dla wspotczynnikow tlumienia znacznie mniejszych od

warto$ci granicznej otrzymujemy wzor przyblizony:

(Oon)
~—. 34
Q 25 (34)
Wedlug innej, czgsto stosowanej definicji dobro¢ uktadu drgajacego jest proporcjonalna

do stosunku $redniej energii zgromadzonej w stanie rezonansu (W,), do energii straconej w czasie

Jjednego okresu drgan <Ws>r

UL
ozl

=2 .
¢ W),

(35)
Po obliczeniu energii (W_), 1 <WS >r 1 podstawieniu do wzoru (35) otrzymamy wzor (33).

Z rozwazan energetycznych wynika jeszcze jeden sposob okres§lania dobroci uktadu drgajacego.
W przypadku matego ttumienia dobro¢ uktadu drgajacego jest rowna odwrotnosci wzglednej szerokosci

Av
rezonansu — :
V}"

1
Q—m. (36)

Vy

Szeroko$¢ rezonansu Av okreslamy na podstawie krzywej zalezno$ci amplitudy drgan od

czgstotliwosci (roéznica czgstotliwosci dla ktérych amplituda jest rowna - amplitudy w stanie
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rezonansu) lub na podstawie krzywej zalezno$ci przesunigcia fazowego od czgstotliwosci (rdznica

czestotliwosci dla ktorych ¢ = % 1 ¢= 377[ ).

2. Metoda pomiarowa i uklad pomiarowy

Celem ¢wiczenia jest badanie drgan elektromagnetycznych w obwodzie RLC wymuszonych przez
sinusoidalne zmienne napigcie generatora. Wygodna wielko$cia opisujaca to zjawisko, zardéwno
ze wzgledow pomiarowych jak tez ze wzgledu na opis teoretyczny, jest napigcie na kondensatorze.
Wykonywane pomiary powinny prowadzi¢ do znalezienia zalezno$ci amplitudy oraz przesunigcia
fazowego napigcia na kondensatorze od czgstotliwos$ci napigcia wymuszajacego.

W ukladzie pomiarowym przedstawionym na rys.5 znajduje si¢ generator, miernik czestotliwosci,
oscyloskop 1 plytka pomiarowa umozliwiajaca potaczenie elementéw R,L,i C obwodu oraz dotaczenie
generatora i oscyloskopu. Rezystory, cewki i kondensatory sa zamknigte w przezroczystych klockach,
ktoére mozna wktada¢ w gniazdka ptytki pomiarowe;.

Y
- y
X X
N
- LA
R Y L C i X
- i
— GENERATOR | >)
= D
MIERNIK CZESTOTLIWOSCI

Rys.5. Schemat uktadu pomiarowego oraz obraz na ekranie oscyloskopu.

Metoda pomiarowa polega na wykorzystaniu oscyloskopu 1 miernika czgstotliwosci. Generator
dostarcza do obwodu RLC napigcie sinusoidalne o ustalonej czgstotliwosci. Doktadny odczyt
czestotliwosci umozliwia miernik czgstotliwosci podlaczony roéwnolegle do wyjscia z generatora.
Napigcie z generatora jest podawane na ptytki odchylania poziomego (wejscie X) a napigcie
z kondensatora na ptytki odchylania pionowego (wejscie Y).

UX =UG(Z)=UGOSinC()l (37)

Uy =Uc@t)=Ucqsin(ot - @) (38)

W wyniku skladania dwoch drgan harmonicznych o jednakowych czgstotliwosciach (przyktadane
napigcia sa sinusoidalnymi funkcjami czasu) na ekranie oscyloskopu powstaje elipsa (patrz Dodatek 2),
ktorej ksztatt zalezy od amplitud oraz od przesunigcia fazowego (rys.5). W punktach, w ktorych elipsa
przecina o§ OY chwilowa warto$¢ napigcia z generatora jest rOwna zero:

Ug(t)=Ugosinwt =0, zatem sinwt=0 1 coswt==I. (39)

Stad wynikaja chwilowe warto$ci napigcia na kondensatorze:

Uc(t)=Ugosin(wt—¢) =Ury(sinwtcosg —coswtsing) =+tU(sing. (40)
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A zatem:

DK, =2Ugg, 4K, =2Ucg, BK, =2Ucqsing, (41)
gdzie K, 1K, - czutosci wejscia X i wejscia Y oscyloskopu ([K] = V/em).
Mierzac na ekranie oscyloskopu odcinki D, A i B mozemy wyznaczy¢ odpowiednio amplitude

napigcia z generatora, amplitud¢ napigcia na kondensatorze i1 przesunigcie fazowe migdzy tymi
napigciami:

1 1 B
Uso=—DK,., Urog=—A4AK,, sing=—, 42
6o =5 PRy Uco =5 4K, ¢ y (42)

dla danej wartosci czgstotliwosci wymuszania drgan.

3. Wykonanie ¢wiczenia

3.1. Wybor parametrow pierwszej serii pomiarowej
Wybieramy cewke o indukcyjnosci L, kondensator o pojemnosci C i obliczamy teoretyczne
wartosci czgstosci wlasnej (@), 1 czgstotliwosci wlasnej (v), :

(@0); =J%, ), =2 43)

Ustalamy taka opornos¢ obwodu R, (suma rezystancji rezystora i rezystancja omowa cewki),

aby uzyska¢ dos¢ silne thumienie drgan, tzn. aby obliczona warto$¢ teoretyczna wspotczynnika thumienia
byta nieco mniejsza od wartosci graniczne;j:

R, N2
=—<f,=0)—. 44
ﬂt ¥ :B g 0 9 (44)
Obliczamy tez teoretyczne warto$ci czgstosci rezonansowej 1 czgstotliwosci rezonansowej:
2 2 (@)
(@) =N(@0); =207, (V) = 2;_t (45)

3.2. Zestawienie uktadu pomiarowego

Wkiadamy do plytki pomiarowej klocki zawierajace elementy obwodu o wybranych warto$ciach
rezystancji, indukcyjnos$ci i pojemnos$ci. Podtaczamy generator i wejscia oscyloskopu do odpowiednich
gniazdek w plytce pomiarowej za pomoca kabli koncentrycznych w ten sposob, aby napigcie z generatora
bylo podtaczone do wejscia X oscyloskopu a napigcie z kondensatora do wejscia Y (patrz schemat uktadu
pomiarowego — rys.5). Do wyj$cia z generatora podiaczamy réwnolegle miernik czgstotliwosci. Przy
realizowaniu potaczen nalezy zwrdci¢ uwage na takie potaczenie kabli, aby koncowki tzw. masy
generatora 1 oscyloskopu byly ze soba potaczone. Ustawiamy taka wartos¢ amplitudy sinusoidalnego
napigcia wyjsciowego generatora, aby przy danej czutosci wejscia X oscyloskopu napigcie to miescito si¢
na ekranie. Ustalonej warto$ci amplitudy nie nalezy zmienia¢ podczas pomiarow.

3.3. Przeprowadzanie pomiarow
1. Po ustaleniu czgstotliwos$ci napigcia z generatora (zblizonej do obliczonej warto$ci czgstotliwosci
rezonansowej danego ukfadu) i dobraniu odpowiednich czutosci K, i K, wejs¢ oscyloskopu na ekranie

oscyloskopu otrzymujemy pochylong elipsg. Zmieniajac czestotliwos$¢ napigeia z generatora zmieniamy
ksztatt tej elipsy.

Uwaga: niektore typy oscyloskopdéw nie maja cechowanej regulacji czulo$ci wejscia X. W takim
przypadku warto§¢ K, mozna wyznaczy¢ w nastgpujacy sposob. Ustalamy amplitudg napigcia
z generatora, napigcie to podtaczamy do wejscia Y oscyloskopu przy wytaczonym generatorze podstawy
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czasu. Mierzymy dlugo$¢ /, pionowej kreski ktora pojawita sig¢ na ckranie i korzystajac z relacji
I,K,=2Ug, mozemy wartoS¢ podwojonej amplitudy napigcia z generatora wyrazic w woltach.
Nastgpnie podiaczamy napigcie z generatora do wejscia X i1 przy ustalonej, nieznanej wartosci czulo$ci
K. mierzymy dlugo$¢ [, poziomej kreski, ktora pojawila si¢ na ekranie. Czulo§¢ K, obliczamy

7€ WZOru:
/
y
lxszzUGO =lyKy = Kx:]_Ky (46)
X
Nalezy rowniez obliczy¢ btad AKX, .
2. Wyznaczenie czestotliwosci wlasnej ukladu v,. Ze wzoru na przesunigcie fazowe migdzy
napigciem na kondensatorze a napigciem z generatora

¢=ar ctg% =ar ctg% (47)
Oy — vy —v?)

wynika, ze dla v =v, przesuni¢cie fazowe wynosi 7/2. A zatem czgstotliwos¢, przy ktorej osiami

symetrii elipsy beda osie OX 1 OY na ekranie oscyloskopu jest czgstotliwoscia wlasna badanego uktadu
drgajacego. Nalezy wyznaczy¢ ja jak najdoktadniej oraz oszacowac jej blad, gdyz warto$¢ ta bedzie
bardzo potrzebna przy opracowaniu wynikow dalszych pomiarow.

3. Oszacowanie wartoSci czestotliwoSci rezonansowej v,., tzn. takiej czgstotliwosci wymuszania,
przy ktorej dlugos¢ odcinka A (rys.5), czyli podwojona amplituda napigcia na kondensatorze jest
najwigksza.

4. Wyznaczanie zaleznoSci amplitudy i przesunigcia fazowego napigcia na kondensatorze od
czestotliwosci napiecia wymuszajgcego z generatora (pierwsza seria pomiarowa). W tym celu nalezy
wykona¢ pomiary odcinkow A, B i D na ekranie oscyloskopu (rys.5) dla kilkunastu czgstotliwosci
z zakresu (0.1v, —2v,), zaggszczajac punkty pomiarowe w okolicach czgstotliwosci rezonansowej.

Warto zauwazy¢, ze w okolicy rezonansu amplituda napigcia z generatora zaczyna si¢ zmienia¢ (maleje).
Efekt ten wynika ze zwigkszonego poboru mocy z generatora przez uktad drgajacy. Nalezy oczywiscie
oszacowa¢ doktadno$ci pomiarow: AA, AB, AD, oraz Av. Wyniki pomiaréw nalezy zanotowac w tabeli,
ktora dla danej serii pomiarowej powinna zawierac:

a) bezposrednie parametry ukladu drgajacego, czyli indukcyjno$¢ L, pojemnos¢ C oraz rezystancjg
catkowita R,

b) obliczone wartos$ci teoretyczne: czgstosci 1 czgstotliwosci wilasnej uktadu, wspodtczynnika tlumienia,
czestosci 1 czestotliwosci rezonansowe;,

¢) wyznaczone do$wiadczalnie wartos$ci czgstotliwosci wlasnej 1 rezonansowej,

d) wyniki pomiaréw odcinkow A, B i D dla roznych czgstotliwosci,

Propozycja wzoru tabeli z wynikami obliczen i pomiaréw zostala przedstawiona na koncu niniejszej
instrukcji.

3.4. Wybor parametréw nastepnych serii pomiarowych

W drugiej serii pomiarowej zachowujemy warto$¢ indukcyjno$ci L 1 pojemnosci C, a zatem
czgstotliwos¢ wilasna ukladu nie zmienia si¢. Zmieniamy natomiast rezystor, wybierajac najmniejsza
warto$¢ rezystancji, a wigc najmniejsza warto$¢ wspotczynnika thumienia £.

Poréwnanie wynikéw pomiaréw serii pierwszej i1 drugiej pokaze, jaki jest wplyw wartosci
rezystancji, a wigc 1 wspolczynnika tlumienia na zjawisko drgan wymuszonych w obwodzie RLC.
Wybierajac opornos¢ tak duza (przy nie zmienionych wartosciach L i C), aby wspotczynnik thumienia byt
wigkszy od warto$ci granicznej mozna zaobserwowaé, ze amplituda drgan jest malejaca funkcja
czestotliwosci. W takim przypadku nie wystepuje zjawisko rezonansu.

W trzeciej serii pomiarowe] zachowujemy warto$¢ indukcyjno$ci L a zmieniamy warto$¢
pojemnosci C na mniejsza, co powoduje zmiang czestotliwosci drgan wiasnych uktadu. Ustalenie
opornosci uktadu takiej jak w serii pierwszej prowadzi do takiej samej warto$ci wspolczynnika ttumienia.
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Zmienia si¢ natomiast relacja migdzy czgstoscia drgan wlasnych a wspoétczynnikiem tlhumienia.
Poréwnanie serii pierwszej i trzeciej pokaze jaki jest wplyw tej relacji na zjawisko drgan wymuszonych
w obwodzie RLC.

4. Opracowanie wynikow pomiarow

Uzupetnié trzecia czg$¢ tabeli wynikéw (str.14) obliczajac dla kazdej czgstotliwosci: amplitude
napigcia na kondensatorze U, amplitud¢ napigcia z generatora Ug,, amplitud¢ zredukowana X,
przesunigeie fazowe ¢ oraz czgstotliwos¢ zredukowana w .

Przedstawi¢ na wykresach przetworzone wyniki pomiarow, tzn. obliczone warto$ci zredukowane;j
amplitudy X 1 przesunigcia fazowego ¢ w funkcji zredukowanej czgstotliwosci w.

Wyznaczy¢ szeroko$¢ rezonansu Av z wykresu amplitudy (roznica czgstotliwosci dla ktorych
amplituda jest réwna +/2/2 amplitudy w rezonansie) i z wykresu przesunigcia fazowego (roéznica
czgstotliwoscei dla ktorych g =7/4 1 ¢ =37/4). Obliczy¢ wzgledng szerokos¢ rezonansu Av/v,..

Sporzadzi¢ zestawienie wyznaczonych dla réznych serii pomiarowych (identyfikowanych przez
wartosci R,L 1 C) wartosci teoretycznych i doswiadczalnych: czgsto$ci 1 czestotliwosci wlasnej,
wspoéfczynnika thumienia, czgsto$ci 1 czgstotliwosci rezonansowej, dobroci 1 wzglednej szerokosci
rezonansu. Poréwna¢ warto$§¢ dobroci uktadu i odwrotnosci wzglednej szeroko$ci rezonansu.
Sformutowa¢ wnioski dotyczace wpltywu bezposrednich parametréw uktadu drgajacego na przebieg
zjawiska drgan wymuszonych i zjawiska rezonansu oraz na wyznaczone parametry drgan. Ocenié
zgodno$¢ przewidywan teoretycznych z wynikami do$wiadczalnymi i zastanowi¢ si¢ nad przyczynami
ewentualnych rozbieznosci.

5. Pytania kontrolne

1. Co to sa drgania harmoniczne swobodne? Poda¢ i omowi¢ rownania opisujace to zjawisko
w obwodzie RLC oraz jego rozwiazanie.

. Co to sa drgania wymuszone? Poda¢ 1 oméwié rownanie opisujace to zjawisko w obwodzie RLC.

. Poda¢ 1 oméwi¢ funkcjg opisujaca drgania wymuszone.

Na czym polega zjawisko rezonansu? Czy kazdy uklad drgajacy mozna doprowadzi¢ do stanu

rezonansu?

Od jakich parametréw zalezy czgsto$¢ rezonansowa?

Od jakich parametrow zalezy amplituda drgan w stanie rezonansu?

Jaka rolg¢ odgrywa ttumienie w zjawisku drgan wymuszonych?

Poda¢ i omowi¢ analogie migdzy drganiami elektromagnetycznymi i drganiami mechanicznymi.

Poréwnac zalezno$¢ od czgstosci wymuszania amplitud napigcia na kondensatorze, na oporniku i na

cewce. Czy amplitudy tych napig¢ osiagaja warto§¢ maksymalna dla takiej samej czgstosci?

\9)

H W

LW
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Tabela 2. Wyniki pomiarow.
SERIA POMIAROWA NR........
Bezposrednie parametry uktadu: L =..............

WARTOSCI | @y + Aw,

Q+AQ

teoretyczne

doswiadczalne

numer pomiaru

v+ Av[kHz]

K, iAKy[V/cm]

A+ AA[cm]

B + AB[cm]

D=+ AD[cm]

Uco =0.54K [V]
AUcolV]

UGO = OSK [V]
AUG V]

X =Ucy/Ugo
AX

sing=B/A4

pEAP

w=v/v,
Aw

Wartosci teoretyczne:

1
“=\1c

_ 0y 1

[ L
LC

0T %7 T2z
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Warto$ci doswiadczalne:

2 2
Vo —Vr
Ze wzoru (18) p=2x B
vo
Ze wzorow (18,33) Q=—r——
Vo—Vy

Uwaga: do wzorow tych nalezy podstawi¢ wartosci v, 1 v, wyznaczone doswiadczalnie.

DODATEK 1

Znajac funkcje q(t) (patrz wzory (16) 1 (17)) mozna wyznaczy¢ pozostate funkcje opisujace stan
fizyczny uktadu drgajacego: natezenie pradu, napigcie na oporniku oraz napigcie na cewce.

Natezenie pradu
l(t) = % = i() sin(a)ot - ¢R) , (48)
2 2
. Uy 0] (RO
ig =—- , @p =arctg———. (49)
L /(wg_w2)2+4ﬂ2a)2 2w

Przedstawione wzory pokazuja, ze faza natg¢zenia pradu rdézni si¢ od fazy tadunku i napigcia na
kondensatorze, a amplituda natgzenia pradu jest inna funkcja czgstosci wymuszania. Badajac funkcje
io(w) mozemy stwierdzi¢, ze osiaga ona warto$¢ maksymalng dla cze¢stosci wymuszania rownej czestosci
wiasnej uktadu, niezaleznie od wartosci wspotczynnika ttumienia:

Uy 1 _Uy

i =——= =0 dla w=w0,. 50
(O)max I 218 R ¢R 0 (50)
Napigcie na rezystorze
Up(t)=R-i(t) =Upq sin(@yt — ¢p), (51)

2 2
2 0° -w
Upo =R-ig =Uy po ., g =arctg 0 (52)
\/(a)g —0?)? +45%0° 2pw

Zalezno$¢ amplitudy napigcia na rezystorze od czgsto$ci napigcia wymuszajacego jest oczywiscie
taka sama jak dla amplitudy natezenia pradu. Amplituda napigcia na oporniku osiaga najwigksza warto$¢

(UR)OmaX = UO dla w = 0)0 , (53)

a napigcie na rezystorze jest wtedy zgodne w fazie z napigciem wymuszajacym, tzn. ¢r = 0.
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Napigcie na cewce

Up (@) =Upgsin(@gt —¢r) (54)
w? 2w

Uro =Uy 5 =" ¢ = arctg — 5 |77 (55)
\/(a)o—a) ) +40°w W) —w

Badanie zalezno$ci amplitudy napigcia na cewce od czgsto$ci napigcia wymuszajacego prowadzi
do ustalenia, Ze osiaga ona warto$¢ maksymalna:

2
@

o
— dla @o=———-—,
2w - p? Joi -2

a przesunigcie fazowe wzgledem napigcia wymuszajacego wynosi wtedy:

2 2
Voo =287 | arctg(_ %J _r. (57)

B

UL)omax =V (56)

¢; = arctg| —

Napigcie na cewce ma fazg przeciwna wzgledem napigcia na kondensatorze, za$ amplituda osiaga
warto$¢ najwigksza dla czgstosci wigkszej od czgstosci rezonansowej, a nawet wigkszej od czestosci
wiasnej. Gdy wspotczynnik ttumienia zmienia si¢ od zera do wartos$ci granicznej to czgsto$¢ ta rosnie
od wartosci g do nieskonczonosci.

DODATEK 2

Skladanie prostopadlych drgan harmonicznych o jednakowych cze¢stosciach

Przyjmijmy, Ze punkt materialny znajdujacy si¢ w $rodku ukladu wspodtrzednych XOY wykonuje
wzdhuz osi uktadu drgania harmoniczne o jednakowych czgstosciach, r6znych amplitudach, przesunigte
w fazie o ¢. Drgania te sa opisane rownaniami:

x(t)=Dsinwt (58)
y(t) = Asin(wt — @) . (59)

Aby znalez¢ ogolne rdwnanie toru punktu materialnego nalezy z powyzszych réwnan wyeliminowaé
czas. Na podstawie pierwszego rownania obliczamy

2
sinot=-" i coswt=1-sin’wt= l—x—, (60)
D D2
a drugie réwnanie przeksztatcamy do postaci
y=A(sinwtcosg—coswtsing). (61)

Po podstawieniu (60) do (61) otrzymamy rownanie:
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2
X x° .
=—cosS@P—.,/1———sing . 62
5 C0sY (1= sing (62)

Po podniesieniu stronami do kwadratu i redukcji otrzymamy réwnanie :

=

2 2
X _20e0sd V- iy, (63)
D AD 4

ktérego wykresem jest elipsa wpisana w prostokat o bokach 2D i 24 réwnoleglych do osi uktadu. Ksztatt
elipsy =zalezy od wartosci przesunigcia fazowego ¢. Rozwazmy kilka przypadkow dla
charakterystycznych warto$ci ¢.

- Dla ¢ = 0 (fazy zgodne) otrzymujemy:
2 2 2
XY 0 enyli (%—lj =0, (64)

skad wynika, ze punkt porusza si¢ po odcinku prostej y = %x .

- Dla ¢ = n/2 otrzymujemy:
2 2
x—z + y—z = 1 . (65)
D A4
a wige torem punktu jest elipsa, ktorej osiami sg osie uktadu wspotrzednych.

- Dla ¢ = = (fazy przeciwne) otrzymujemy:

2 2 Xy 2
—+——+—=0 czyl (BJr—j =0 |, (66)

skad wynika, Ze punkt porusza si¢ po odcinku prostej y = —%x .

Zestawienie tych przypadkow przedstawia rys.6.

ATy I C
N AN

0 0<d<m2 o =m/2 T2<d<m [0}

¢

Il
a

Rys. 6. Sktadanie prostopadtych drgan harmonicznych.
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